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Resumen: Sea D un semi-espacio n-dimensional con frontera S. Se considera la ecuacién del calor no-clasica en el
dominio D para la cual la fuente de energia interna depende del flujo de calor total en el tiempo sobre la frontera S. El
problema esta motivado por la modelizacién de la regulacién de la temperatura en el medio. Utilizando la funcion de
Green para el dominio D se encuentra para la solucién una representacion integral en funcién del flujo de calor V sobre
S que es una incognita suplementaria del problema. Se obtiene que V debe satisfacer una ecuacion integral de Volterra

de segunda especie en el tiempo t y con un parametro en R" . Bajo ciertas condiciones sobre los datos del problema
se demuestra que existe una Unica solucion local que puede extenderse globalmente en el tiempo. Ademas, para el caso
unidimensional se obtiene la solucion explicita utilizando el método de Adomian y a través de un doble principio de
induccion.

Palabras clave: Ecuacion del calor no-clasica n-dimensional, Ecuacion integral de Volterra, Existencia y unicidad de
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1. INTRODUCCION
En los trabajos [3, 21, 22] se han considerado el siguiente problema no lineal para la ecuacién del calor
no-clasica para un material semi-infinito:

i)u —u, =—F(u,(0t)), x>0, t>0

iu(0,t)=g(), t>0 . 1)

iii)u(x,0)=h(x), x>0
Tales problemas estan motivados por la modelizacion de la regulacién de la temperatura en un medio
isétropo, con una fuente no uniforme la cual provee un enfriamiento o calentamiento del sistema
dependiendo de las propiedades de F con relacion al desarrollo del flujo del calor en el borde x =08, 10],

por ejemplo, si se supone:

V FV,t)>0, W =0, F(0)=0, 2
entonces la fuente enfria cuando u, (0,t) >0y calienta cuando u, (0,t) <0 . Algunas otras referencias en el

tema son [9, 13-16].
En el presente trabajo se considera un caso n-dimensional. A los efectos de facilitar la notacion se

denota un punto de R" de la siguiente manera:
(4 Xg oo X)) = (%, Y), CON X=X €R, y=(Xy,eos X;) € R",
Sea D un semi-espacio n-dimensional con frontera S, definidos por:
D=R"xR"* :{(x, Y)eR" /X=X >0,y =(Xp,e00ec, X;) eR”’l} , (3)

s=aD={o}xR"-1={(x,y)eR“/x=o,yeR“-l} . ()

El objetivo del presente trabajo es el de estudiar el siguiente problema para la ecuacion del calor
no-clasica en el dominio D para la cual la fuente de energia interna depende del flujo de calor total en el
tiempo sobre la frontera S: Hallar la temperatura u=u(x,t) de manera que satisfaga las siguientes

condiciones:
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t
i)ut—Au:—F[J.ux(o,y,s)ds} x>0, yeR"™, t>0 )
o .

iju(0,y,t)=0, yeR"™, t>0; iii)u(x,y,0)=h(xy), x>0, yeR"™

En Seccibn 2 se demuestra que, bajo ciertas condiciones sobre los datos F y h del problema (5), existe una
Unica solucion local que puede extenderse globalmente en el tiempo. En la Seccién 3 se estudia el caso
unidimensional y se obtiene la solucidn explicita utilizando el método de Adomian y a través de un doble
principio de induccién. Se complementan resultados obtenidos en [4] para el caso n-dimensional y en [3,
21] para el caso unidimensional.

2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL PROBLEMA (5)

Teorema 1 La representacion integral de la solucidon del problema (5) esta dada por la siguiente
expresion:

X t):fGl(x, y.t:£n,0)h(&n)dgdy

. erf[ j T .

j Nt-r [I exp[—M}FUV(n,s)dstn}dr
0 (Z,fﬂ (t- r)) R A(t-r) 0

donde la funcién V =V (y,t), definida por V(y,t)=u,(0,y,t),yeR" t>0 (flujo de calor en la

superficie x =0), satisface la ecuacidon integral de Volterra de segunda especie siguiente:

V(y.t) =[G, (0,y,t:&,7,0)h(&,7)d & dn

o & _||y—77||2 [V (7,5)ds 7, t> @)
{aEs) {J p[ 4(t—r>]F(5V(”' ) Mdﬁ t>0

en la variable t>0 siendo yeR"™ un pardmetro. Por otro lado, erf es la clasica funcién de error

(6)

definida por erf(x)= 2/ —|exp(-£?)dé&, y Ga es la funcion de Green para la ecuacion del calor n-
ﬂ-O

dimensional con condicion de frontera de tipo Dirichlet nula, dada por la siguiente expresién [12, 17]:

! ly—nl’ _
(ZW)”16Xp[_4(t—nr)JG(X"’§”> ®)

donde K es la solucién fundamental de la ecuacion del calor n-dimensional definida por:

Gl(X’ y:t;§777!‘[): K(Xv yxt;égrnrz-)_K(_X7 y,t;fxﬂxf):

K(X Y, t:Em,7)= _(x=8) +y—a ],(x,y)eR”,(§,n)eR”,t>r, )

1
(2= (t=0)) Xp[ a(t-7)

con

(& & &) =(Em), CON E=& R, n=(& &) R

n 10
ly-n||= Z(xi—fi)z: normaen R"* uo

i=2
siendo G la funcién de Green para el caso unidimensional.

Teorema 2 Bajo las hipétesis
heC’(D), F eC°(R)y localmente Lipschitz en R (12)
existe una Unica solucion local que se puede extender globalmente en el tiempo.

Prueba. Con los datos (11) se verifican las hipotesis (H1)-(H3) y (H5)-(H8) para poder aplicar los
Teoremas 1.2 [18, pp. 91] y 1.3 [18, pp. 97] a la ecuacidn integral (7) con lo cual se pueden obtener los
resultados de la tesis. O
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3. ESTUDIO DEL CASO UNIDIMENSIONAL Y SU SOLUCION EXPLICITA
Se considera el siguiente problema no-clasico de conduccion del calor unidimensional: Hallar la

temperatura u = u(x,t) de manera que se satisfagan las siguientes condiciones:
t
i)u-u_ =-F||u(0,s)ds|, x>0, t>0
ii)u(0,t)=0, t>0; iii)u(x,0)=h;, x>0
La solucion del problema (12) esta dada por:

RN E AN ST WA o

donde la funcién W =W (t), definida por W (t)=u, (0,t),t>0 (flujo de calor en la superficie x =0),
satisface la ecuacién integral de Volterra de segunda especie siguiente:

W (t)= y j UW J t>0. (14)
_\/E 0 a/7r(t 7)

Teorema 3 Bajo las hipdtesis que F(V)=AV para A eR, la solucién del problema (12) est4 dada por:

X F X
u(xt)=h, erf (ﬁj—zlerf [m] U(r)dr (15)

donde la funcién U =U (t) esta dado por la expresion:

J_ J' g(f) (16)

y la funciéon g =g (t) satisface la ecuacién mtegral de Volterra de segunda especie siguiente:

g(t 1——j g(o)Nt-7 dz. (17)
Mas aun, el flujo de calor en x=0 est& dado por:
. hy F
u (0,t)=U"(t)=—=—-1h,| g(r)dz, t>0. (18)
( ) \/7;_ o_[
Prueba. Se define U jW (r) dz, se obtiene una ecuacion integral de Volterra de segunda especie para

U(t), se utilizan [2, p. 229] para obtener (16) y (17), y propiedades de las funciones clasicas Beta y Gamma
para deducir la tesis.

Teorema 4 La solucién de la ecuacion integral de Volterra de segunda especie (17) est4 dada por la

siguiente expresion:
t)=1(t)- ,EJ(t), t>0, (19)
T

- 2 3n 3@2n+l)
o (%t) . /l%t) ’

Prueba. Se utiliza el método de Adomian [1, 23] y un doble principio de induccién.

Observacion 1 Para los casos particulares:

h(x,y)=h(x), F=F qu (o, r)dz'], vy eR™ (26)
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se complementan los resultados obtenidos en [3, 11, 21, 22] para el caso unidimensional.

Observacion 2 Recientemente se han obtenido resultados para el problema de Stefan para la ecuacién del
calor no- clasica unidimensional para un material semi-infinito en [5-7, 20]. También se ha estudiado la
ecuacion del calor no- clésica unidimensional para un material finito en [19].
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