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Resumen: Sea D un semi-espacio n-dimensional con frontera S. Se considera la ecuacion del calor no-clasica en el
dominio D para la cual la fuente de energia interna depende del flujo de calor sobre la frontera S. El problema esta
motivado por la modelizacion de la regulacion de la temperatura en el medio. Utilizando la funcion de Green para el
dominio D se encuentra para la solucién una representacion integral en funcion del flujo de calor V sobre S que es una
incognita suplementaria del problema. Se obtiene que /" debe satisfacer una ecuacion integral de Volterra de segunda

especie en el tiempo 7y con un parametro en R”~! . Bajo ciertas condiciones sobre los datos del problema se demuestra
que existe una unica solucion local que puede extenderse globalmente en el tiempo. Se generalizan resultados
obtenidos en Berrone-Tarzia-Villa, Math. Meth. Appl. Sci., 23 (2000), pp. 1161-1177 y Tarzia-Villa, Rev. Union Mat.
Argentina, 41 (1998), pp. 99-114 para el caso unidimensional.
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1. INTRODUCCION
En los trabajos [1, 17, 18] se han considerado el siguiente problema no lineal para la ecuacion del calor
no-clasica para un material semi-infinito:

i)u,—uxx:—F(uX(O,t)), x>0, t>0
ii)u(0,t)=g(r), >0 . (1)
iii)u(x,O)zh(x), x>0

Tales problemas estan motivados por la modelizacion de la regulacion de la temperatura en un medio
isétropo, con una fuente no uniforme la cual provee un enfriamiento o calentamiento del sistema
dependiendo de las propiedades de F' con relacion al desarrollo del flujo del calor en el borde x=0[5, 7],
por ejemplo, si se supone:

VEV,t)>0, VYV =0, F(0)=0, 2)

entonces la fuente enfria cuando u_(0,7) > 0y calienta cuando u (0,7) <0 . Algunas otras referencias en el

tema son [6, 9-12].
En el presente trabajo se considera un caso n-dimensional. A los efectos de facilitar la notacion se

denota un punto de R” de la siguiente manera:
n-1
(X, %, x,)=(x,), con x=x€R, y=(x,...,x,) e R".
Sea D un semi-espacio n-dimensional con frontera S, definidos por:

D:R*xR"‘lz{(x,y)eR"/x=xl>0,y=(x2, ...... ,xn)eR"_l} , 3)

S:aDz{o}xR"“={(x,y)eR"/x:0,yeR"‘1} . @)

El objetivo del presente trabajo es el de estudiar el siguiente problema para la ecuacion del calor
no-clasica en el dominio D para la cual la fuente de energia interna depende del flujo de calor sobre la
frontera S : Hallar la temperatura u=u(x,y,t) de manera que satisfaga las siguientes condiciones:
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®)

i)u,—Au:—F(ux(O,y,t)), x>0, yeR"", >0
ii)u(O,y,t)zO, yeR"™, t>0; iii)u(x,y,O):h(x,y), x>0, yeR"

En la Seccidn II se dan las soluciones basicas para la ecuacion del calor n-dimensional que seran
utilizadas en la Seccion III para demostrar que, bajo ciertas condiciones sobre los datos F'y / del problema

(5), existe una tUnica solucion local que puede extenderse globalmente en el tiempo. Se generalizan
resultados obtenidos en [1, 17] para el caso unidimensional.

2. SOLUCIONES BASICAS PARA LA ECUACION DEL CALOR N-DIMENSIONAL
La solucion del siguiente problema de Cauchy para la ecuacion del calor n-dimensional:

i)u,—Au:O, (x,y)eR", >0 ©
ii) u(x,y,O) = h(x,y), (x,y)eR"
es conocida como la formula de Poisson dada por la expresion [8,13]:
u(x,p,0)= [K(x,0,66,n,0)h(£n)dEdn (7)
o

donde K es la solucion fundamental de la ecuacion del calor n-dimensional definida por:

MEEES,
(2J/r(t—f))n 4(t-7)

K(x,y,t;f,f],r)z J,(x,y)eR",(f,n)eR",t>r, ®)

con
(gl’gb ----- :ffn)Z(f,ﬂ): con 5251 ER, 77:(52, ...... ’gn)eRn—l
n ) 9
||y—77|| = Z(x,- ¢ )2 . normaen R™! ©)

i=2
Lema 1 La solucion del problema:

Ju,—Au=0, x>0, yeR"™, >0
ii)u(O,y,t):O, yeR"™, >0 , (10)
iii) u(x,y,O) = h(x,y), x>0, yeR"'

estd dada por la siguiente expresion:

u(x,,1)= IG] (x,2,6:E,1,0)h(&,m)dE dn (11)

donde G es la funcion de Green para la ecuacion del calor n-dimensional con condicion de frontera de
tipo Dirichlet nula, dada por la siguiente expresion:

G (x,0.:E,n,7) =K (x,y,E0,7) - K (—x,.,E,m,7) =

(2 7[([1_2_))”1 exp[izt__nr)]G(x,t; ,7) (12)

siendo G la funcion de Green para el caso unidimensional.

Lema 2 La solucion del problema:

iJu,—Au=0, x>0, yeR", >0
ii)u,(0,y,0)=0, yeR", >0 , (13)
iii)u(x,y,O):h(x,y), x>0, yeR"'

estd dada por la siguiente expresion:
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u(x,y,1)= le(x,y,t;g,q,o)h(g,n)dgdn (14)

donde N es la funcion de Green para la ecuacion del calor n-dimensional con condicion de frontera de
tipo Neumann nula, dada por la siguiente expresion:

Nl(X,y,f;faﬂ,T) :K(xayat;é:”]ar)"'K(_xayat;ganaf) =

—ynz)JN(x,t; ,‘[) (15)

1
(ZJﬁ(t — r))ni] exp[ 4(t -7

siendo N la funcion de Neumann para el caso unidimensional.

Lema 3 Las funciones G,y N, tienen las siguientes propiedades fundamentales:

Iexr{ 4y(t_’7)}177 (2= (- T) ny nl exp[ Hy( _"T)Jdn=(n_3g_f)(2 ”(f—f))w1 (16)

R

G (0,y,1:6,1m,7)=0, N, (0,y,5:£,7,7)=0 (17)
R;[Gl(x,y,t;(f,r], 7)dn =G(x,6&,7), Rjzv Xy tE,m,7)dn = N(x,6E,7) (18)
j Gu(o,y,z;é,n,r)dn—Gx(o,r;é,r)—mexp[—gx(fz;] (19)

OI N, (xy.t:6m,7)dE = (2@)”‘ exp[— [y( t‘_”j)} (20)

Jateragnic- T ool -S| e

OI G, (0.t .7 dE = (Zm) exp[_ 4y(t_’7:)J , (22)

3. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION DEL PROBLEMA &)

Teorema 4 La representacion integral de la solucion del problema (5) esta dada por la siguiente
expresion:

1) =[G, (x.3.:E.m,0)h(&,m)dE dn

erf 2 (23)
J(z (zx/t))j [J‘exp[_%}?(V(n,r))dﬂ]dT
o2z (- R

donde la funcion V =V (y,t), definida por V(y,t)=u,(0,y,t),yeR"",t>0 (flujo de calor en la

superficie x =0 ), satisface la ecuacion integral de Volterra siguiente:

V(3.0) =[G, (0.9.6:£.7,0)h(&.m)dEdn

Y M Ny PO T o
ey Soo Ly

en la variable t >0 siendo y € R"™ un pardmetro.
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Teorema 5 Bajo las hipotesis
heC’(D), FeC’(R)y localmente Lipschitz en R (25)

existe una unica solucion local que se puede extender globalmente en el tiempo.

Prueba. Con los datos (25) se verifican las hipdtesis (H1)-(H3) y (H5)-(H8) para poder aplicar los
Teoremas 1.2 [14, pp. 91] y 1.3 [14, pp. 97] a la ecuacidn integral (24) con lo cual se pueden obtener los
resultados de la tesis. O

Observacion 1 Para los casos particulares:
h(x,y)=h(x), F(V(y.1))=F(V (), VyeR"' (26)

se reencuentran resultados obtenidos en [1, 17, 18] para el caso unidimensional.

Observacion 2 Recientemente se han obtenido resultados para el problema de Stefan para la ecuacion del
calor no- clasica unidimensional para un material semi-infinito en [2-4, 16]. También se ha estudiado la
ecuacion del calor no- clasica unidimensional para un material finito en [15].
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