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Resumen: Se considera un sistema complementario S en un dominio acotado n-dimensional con condiciones de
frontera mixtas y para cada α > 0 se tiene otro sistema complementario Sα con diferente condición (tipo Robin) sobre
una porción de la frontera del dominio. Se establece una estimación de la distancia entre la combinación convexa de
las soluciones del sistema S, u3(t) = tuq1 + (1− t)uq2 para cada q1, q2 y la solución de la combinación convexa de
los datos u4(t) = utq1+(1−t)q2 . Similarmente se prueba una análoga estimación vinculada al sistema Sα, para cada
α > 0. Para un funcional de costo cuadrático, se considera un problema de control óptimo frontera gobernado por una
inecuación variacional elı́ptica en relación al sistema S y usando la propiedad de monotonı́a u4(t) ≤ u3(t) ∀t ∈ [0, 1]
se obtiene la unicidad del control óptimo. La misma propiedad es probada para la familia de problemas de control
óptimo frontera vinculados al sistema Sα, para cada α > 0. Se demuestra además la convergencia, cuando α → +∞,
de los controles óptimos y de los estados asociados a esta familia de problemas de control frontera. Este resultado se
obtiene sin el uso del estado adjunto del sistema lo cual es una ventaja respecto a la prueba dada en Gariboldi-Tarzia,
Adv. in Diff. Eq. and Control Processes, 1 (2008), pp. 113-132, para sistemas gobernados por ecuaciones variacionales
elı́pticas.
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1. INTRODUCCIÓN

Sea Ω un dominio abierto en Rn cuya frontera regular Γ consiste de la unión de dos porciones disjuntas
Γ1 y Γ2. con med(Γi) > 0 para i = 1, 2. Se considera el siguiente problema de complementariedad:

u ≥ 0, u(−∆u− g) = 0, −∆u− g ≥ 0 en Ω (1)

u = b sobre Γ1, −∂u

∂n
= q sobre Γ2 (2)

y para el parámetro α > 0, se considera el problema de complementariedad (1) con condiciones mixtas:

−∂u

∂n
= α(u− b) sobre Γ1 − ∂u

∂n
= q sobre Γ2 (3)

donde α es el coeficiente de transferencia de calor sobre Γ1, g es la energı́a interna, b es la temperatura sobre
Γ1 y q es el flujo de calor sobre Γ2. Se definen los espacios y los conjuntos convexos siguientes:

V = H1(Ω), V0 = {v ∈ V : v|Γ1
= 0}

K = {v ∈ V : v|Γ1 = b, v ≥ 0 en Ω}, K+ = {v ∈ V : v ≥ 0 en Ω}.
Es conocido que, para una temperatura positiva b ∈ H

1
2 (Γ1), q ∈ Q = L2(Γ2) y g ∈ H = L2(Ω),

los problemas de frontera libre (1)-(2) y (1)-(3) son respectivamente equivalentes a los siguientes problemas
variacionales elı́pticos:

Hallar u ∈ K tal que a(u, v − u) ≥ (g, v − u)−
∫

Γ2

q(v − u)ds, ∀v ∈ K (4)
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Hallar u ∈ K+ tal que aα(u , v−u) ≥ (g , v−u)−
∫

Γ2

q(v−u)ds+α

∫

Γ1

b(v−u)ds ∀v ∈ K+ (5)

donde

a(u, v) =
∫

Ω
∇u∇vdx, (g, v) =

∫

Ω
gvdx, aα(u, v) = a(u, v) + α

∫

Γ1

uvds.

Se conoce que a y aα son formas bilineales, continuas, simétricas y coercivas sobre V0 y V [16, 17].
Sean u1 y u2 dos soluciones de la inecuación variacional (4) con flujo q1 y q2 respectivamente, se define

∀t ∈ [0, 1]
u3(t) = (1− t)u1 + tu2 ; u4(t) = u(1−t)q1+tq2

.
En [4], se estableció la condición necesaria y suficiente para obtener que la combinación convexa u3(t)

sea la única solución de la inecuación variacional elı́ptica (4) con flujo q3(t) = tq1 + (1− t)q2, esto es:

u3(t) = u4(t) ∀t ∈ [0, 1] si y sólo si A = B = 0

con

A = a(u1, u2 − u1)− (g, u2 − u1) +
∫

Γ2

q1(u2 − u1) dγ ≥ 0,

B = a(u2, u1 − u2)− (g, u1 − u2) +
∫

Γ2

q2(u1 − u2) dγ ≥ 0.

En la Seccion 2 se establece una estimación de la distancia entre u3(t) y u4(t) en el caso en que A y
B no sean iguales a cero y se da una propiedad de monotonı́a, de la cual se desprende la unicidad de los
controles óptimos. De manera análoga se definen uα3(t) y uα4(t) (para cada α > 0) y se obtienen resultados
similares vinculados a la inecuación variacional elı́ptica (5). En [5] se consideraron problemas de control
óptimo distribuido, donde la variable de control era la fuente de energı́a g.

En este trabajo se definen los funcionales de costo J : Q → R y Jα : Q → R, ∀α > 0 [10, 12]:

J(q) =
1
2
‖uq‖2

H +
M

2
‖q‖2

Q, (6)

Jα(q) =
1
2
‖uαq‖2

H +
M

2
‖q‖2

Q, (7)

y se consideran los problemas de control óptimo frontera siguientes:

Hallar qop ∈ Q tal que J(qop) = mı́n
q∈Uad

J(q), (8)

Hallar qopα ∈ Q tal que J(qopα) = mı́n
q∈Uad

Jα(q), (9)

donde
Uad = {q ∈ Q : q ≥ 0 en Γ2} ,

.
En la Sección 3 se demuestra la existencia y unicidad de los controles óptimos de los problemas (8) y (9)

con una prueba diferente a la dada en [14].
En la Sección 4 se demuestra que el control óptimo qopα y su correspondiente estado uαqopα

convergen
fuertemente hacia qop y uqop respectivamente, cuando α → +∞, en adecuados espacios funcionales. Se
resalta que no se necesita considerar el estado adjunto para los problemas (4) y (5) como en [6, 7, 13] para
probar la convergencia cuando α → +∞. Esta es una muy importante ventaja del presente resultado con
respecto a la demostración previa dada para sistemas gobernados por ecuaciones variacionales elı́pticas en
[7].

En los libros [2, 12] se pueden encontrar diferentes problemas de control óptimo gobernados por ecua-
ciones diferenciales a derivadas parciales. Algunos trabajos sobre control óptimo de sistemas gobernados
por inecuaciones variacionales elı́pticas son [1, 3, 8, 9, 15].
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2. ESTIMACIONES

Lema 1 Las funciones u3(t) y u4(t) satisfacen la siguiente estimación:

m‖u4(t)− u3(t)‖2
V + tI14(t) + (1− t)I24(t) ≤ t(1− t)(A + B)

donde
I14(t) = a(u1, u4(t)− u1)− (g, u4(t)− u1) +

∫

Γ2

q1(u4(t)− u1) dγ ≥ 0

I24(t) = a(u2, u4(t)− u2)− (g, u4(t)− u2) +
∫

Γ2

q2(u4(t)− u2) dγ ≥ 0.

Más aún, se tiene la siguiente propiedad de monotonı́a [14]

u4(t) ≤ u3(t), ∀t ∈ [0, 1], ∀q1, q2 ∈ Q.

De manera similar, para cada α > 0, se consideran las únicas soluciones uα1 y uα2 de la inecuación
variacional elı́ptica (5) para flujos q1 y q2 respectivamente y se definen ∀t ∈ [0, 1]:

uα3(t) = (1− t)uα1 + tuα2 ; uα4(t) = uα[(1−t)q1+tq2]

De forma análoga al Lema 1 se definen Aα, Bα, Iα14(t), Iα24(t) y se prueba el siguiente resultado:

Lema 2 Las funciones uα3(t) and uα4(t) satisfacen la estimación:

mα‖uα4(t)− uα3(t)‖2
V + tIα14(t) + (1− t)Iα24(t) ≤ t(1− t)(Aα + Bα)

y la propiedad de monotonı́a

uα4(t) ≤ uα3(t), ∀t ∈ [0, 1], ∀q1, q2 ∈ Q.

3. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LOS CONTROLES ÓPTIMOS

Teorema 1 Los funcionales de costo J y Jα(∀α > 0) satisfacen las siguientes propiedades:
a) son semicontinuos inferiormente en Q débil,
b) ĺım
‖q‖Q→+∞

J(q) = +∞ ; ĺım
‖q‖Q→+∞

Jα(q) = +∞,

c) son estrictamente convexos sobre Q,
y por lo tanto, existen únicas soluciones qop y qopα en Q de los problemas de optimización (8) y (9)

respectivamente.

Prueba. a) y b) Resultan usando [11],[12].
c) Sean u = uqi y uαqi las soluciones de las inecuacionales variacionales (4) y (5) respectivamente con

q = qi para i = 1, 2. Se deducen las siguientes igualdades:

‖u3(t)‖2
H = t‖uq1‖2

H + (1− t)‖uq2‖2
H − t(1− t)‖uq2 − uq1‖2

H , (10)

‖uα3(t)‖2
H = t‖uαq1‖2

H + (1− t)‖uαq2‖2
H − t(1− t)‖uαq2 − uαq1‖2

H . (11)

Luego, de la propiedad de monotonı́a

u4(t) ≤ u3(t) en Ω, ∀t ∈ [0, 1], (12)

se deduce que

tJ(q1) + (1− t)J(q2)− J(q3) ≥ t(1− t)
2

{‖uq1 − uq2‖2
V + M‖q1 − q2‖2

Q

}
> 0 (13)

para todo t ∈]0, 1[ y para todo q1, q2 en Q. Por lo tanto J es un funcional estrictamente convexo con lo cual
se tiene la unicidad del problema de control óptimo (8). La unicidad del problema de control óptimo (9) se
deduce de una manera similar para cualquier α > 0. ¤
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4. CONVERGENCIA DE PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO CUANDO α → +∞
En esta sección se estudia la convergencia del estado uαqopα

, y del control óptimo qopα, cuando el coe-
ficiente de transferencia de calor α sobre Γ1, tiende a infinito. Para un dado q ∈ Q fijo, se tiene primero la
siguiente propiedad que generaliza la obtenida para ecuaciones variacionales en [16, 17].

Lema 3 Sean uαq la única solución de la inecuación variacional (5) y uq la única solución de la inecuación
variacional (4), entonces se tiene que

uαq → uq en V fuertemente cuando α → +∞ ∀q ∈ Q.

Ahora se da el resultado más importante del trabajo que generaliza el resultado de convergencia obtenido
en [7], para inecuaciones variacionales elı́pticas, y sin necesidad de utilizar los estados adjuntos. Se resalta la
doble dependencia del parámetro α en la expresión del estado del sistema uαqopα

correspondiente al control
óptimo qopα.

Teorema 2 Sean uαqopα
, gopα y uqop , qop los estados y los controles óptimos definidos en los problemas (9)

y (8) respectivamente. Entonces, se obtienen los comportamientos asintóticos siguientes:

ĺım
α→+∞ ‖uαqopα

− uqop‖V = 0, ĺım
α→+∞ ‖qopα − qop‖Q = 0. (14)
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