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Resumen: Sea ugi la única solución de una inecuación variacional elı́ptica con fuente gi (i = 1, 2). Se establece una
estimación de la distancia entre u3(µ) = µug1 + (1 − µ)ug2 y u4(µ) = uµg1+(1−µ)g2 para µ ∈ [0, 1]. Para un dado
funcional de costo y usando propiedades de monotonı́a entre u3(µ) y u4(µ), se demuestra la existencia y unicidad de
la solución para una familia de problemas de control distribuido, sobre la energı́a interna g, para cada coeficiente de
transferencia de calor h.

Se demuestra también la convergencia de los controles óptimos y de los estados asociados a esta familia de proble-
mas de control gobernados por inecuaciones variacionales elı́pticas, sin el uso del estado adjunto del problema lo cual
es una ventaja respecto a la prueba dada en Gariboldi-Tarzia, Appl. Math. Optim., 47 (2003), 213-230 para ecuaciones
variacionales elı́pticas.
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de frontera libre, combinaciones convexas de soluciones, convergencia de controles óptimos
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1. INTRODUCCIÓN

Sea V un espacio de Hilbert, V ′ su dual topológico, K un conjunto cerrado, convexo y no vacı́o en V , g
en V ′ y una forma bilineal a : V ×V → R, la cual es simétrica, continua y coerciva, es decir que existe una
constante m > 0 tal que m‖v‖2 ≤ a(v, v) para todo v en V . Es bien conocido [11] que para cada g ∈ V ′

existe una única solución u ∈ K, de manera que

a(u , v − u) ≥ 〈g , v − u〉 ∀v ∈ K, (1)

donde 〈·, ·〉 denota la dualidad entre V ′ y V . Por lo tanto se puede considerar g 7→ u = ug como una
función de V ′ a K. Sea ui = ugi la correspondiente solución de (1) con g = gi para i = 1, 2. Se define para
µ ∈ [0, 1]

u3(µ) = µu1 + (1− µ)u2, g3(µ) = µg1 + (1− µ)g2, y u4(µ) = ug3(µ). (2)

En [5], se estableció la condición necesaria y suficiente para obtener que la combinación convexa u3(µ) es
la única solución de la inecuación variacional elı́ptica (1) con fuente g3(µ), a saber:

u4(µ) = u3(µ) ∀µ ∈ [0, 1] si y sólo si α = β = 0, (3)

con

α := a(u1, u2 − u1)− 〈g1, u2 − u1〉, (4)

β := a(u2, u1 − u2)− 〈g2, u1 − u2〉. (5)

En la Sección 2 se establece una estimación de la distancia entre u3(µ) y u4(µ) en el caso en que α
y β definidos por (4) y (5) no sean iguales a cero. Se obtiene la propiedad de monotonı́a u4(µ) ≤ u3(µ)
∀µ ∈ [0, 1] [15] para los problemas de frontera libre complementarios dados en la Sección 3.

En la Sección 3 se considera una familia de problemas de frontera libre con condiciones de contorno
mixtas asociadas a casos particulares de la inecuación variacional elı́ptica (1). Se estudian propiedades de
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dependencia de las soluciones de esta familia de inecuaciones variacionales elı́pticas, sobre la energı́a interna
g, y también sobre el coeficiente de transferencia de calor h que caracteriza la ley de Newton o la condición
de frontera de tipo Robin (8). Entonces para una dada constante M > 0 se puede considerar g como una
variable de control para el funcional de costo (11), y por ende se formula el problema de control óptimo
distribuido asociado a la inecuación variacional (9). Con las propiedades de dependencia, la desigualdad
obtenida en la Sección 2 y usando la propiedad de monotonı́a entre u3(µ) y u4(µ), se prueba la convexidad
estricta del funcional de costo y se deduce la existencia y unicidad del control óptimo gop. Se formulan
también la familia de problemas de control óptimo distribuido asociada a la inecuación variacional (10) la
cual depende de un parámetro positivo h. Se obtienen resultados similares para el control óptimo goph

.
En la última Sección 4 se demuestra que el control óptimo goph

y su correspondiente estado ugophh
con-

vergen fuertemente hacia gop y ugop respectivamente, cuando h → +∞, en adecuados espacios funcionales.
Se resalta que no se necesita considerar el estado adjunto para los problemas (9) y (10) como en [6, 14] para
probar la convergencia cuando h → +∞. Esta es una muy importante ventaja del presente resultado con
respecto a la demostración previa dada para ecuaciones variacionales elı́pticas en [6].

En los libros [3, 13] se pueden encontrar diferentes problemas de control óptimo distribuido goberna-
dos por ecuaciones diferenciales a derivadas parciales. Algunos trabajos sobre control óptimo de sistemas
gobernados por inecuaciones variacionales elı́pticas son [1, 4, 8, 9, 16].

2. ALGUNOS RESULTADOS GENERALES

En [5] se demostró la equivalencia (3). Con el objetivo de estudiar problemas de control óptimo en
la Sección 3 es de gran utilidad obtener una estimación de la distancia entre u3(µ) y u4(µ), cuando la
equivalencia (3) no se satisface.

Teorema 1 Sean u1 y u2 dos soluciones de la ineciación variacional (1) con fuentes g1 y g2 respectiva-
mente, entonces se tiene la siguiente estimación

m‖u4(µ)− u3(µ)‖2
V + µI14(µ) + (1− µ)I24(µ) ≤ µ(1− µ)(α + β), ∀µ ∈ [0, 1]

donde α y β están definidos por (4) y (5) respectivamente y

I14(µ) = a(u1 , u4(µ)− u1)− 〈g1, u4(µ)− u1〉 ≥ 0

I24(µ) = a(u2 , u4(µ)− u2)− 〈g2, u4(µ)− u2〉 ≥ 0.

3. UN PROBLEMA DEL OBSTÁCULO Y PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO

Sea Ω un dominio abierto en Rn con su frontera ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2. Se supone que Γ1 ∩ Γ2 = ∅, y
med(Γ1) > 0. Se considera el siguiente problema de complementariedad:

u ≥ 0, u(−∆u− g) = 0, −∆u− g ≥ 0 in Ω (6)

u = b on Γ1, −∂u

∂n
= q on Γ2 (7)

y para el parámetro h > 0, se considera el problema de complementariedad (6) con condiciones de frontera
mixtas:

−∂u

∂n
= h(u− b) on Γ1 − ∂u

∂n
= q on Γ2 (8)

donde h es el coeficiente de transferencia de calor sobre Γ1, g es la energı́a interna, b es la temperatura sobre
Γ1, q es el flujo de calor sobre Γ2. Es bien conocido que la regularidad del problema mixto es problemático
en el entorno de algunas partes de la frontera [7]. Recientemente, se han encontrado hipótesis suficientes
sobre los datos para que la solución de problemas elı́pticos mixtos tengan la regularidad H2 [2, 12].

Se definen los espacios V = H1(Ω), V0 = {v ∈ V : v|Γ1
= 0} y los conjuntos convexos

K = {v ∈ V : v|Γ1 = b, v ≥ 0 in Ω}, K+ = {v ∈ V : v ≥ 0 in Ω}.
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Es clásico que, para una temperatura positiva b ∈ H
1
2 (Γ1), q ∈ L2(Γ2) y g ∈ H = L2(Ω), los dos

problemas de frontera libre (6)-(7) y (6), (8) son respectivamente equivalentes a los siguientes problemas
variacionales elı́pticos: Encontrar u ∈ K de manera que

a(u, v − u) ≥ (g, v − u)−
∫

Γ2

q(v − u)ds, ∀v ∈ K (9)

y encontrar u ∈ K+ de manera que

ah(u , v − u) ≥ (g , v − u)−
∫

Γ2

q(v − u)ds + h

∫

Γ1

b(v − u)ds ∀v ∈ K+ (10)

donde

a(u, v) =
∫

Ω
∇u∇vdx, (g, v) =

∫

Ω
gvdx, ah(u, v) = a(u, v) + h

∫

Γ1

uvds.

Es evidente que
∃λ > 0 tal que λ‖v‖2

V ≤ a(v , v) ∀v ∈ V0.

Más aún [17, 18]

∃λ1 > 0 tal que λh‖v‖2
V ≤ ah(v, v) ∀v ∈ V, con λh = λ1 mı́n{1 , h}

es decir ah es una forma bilineal, continua, simétrica y coerciva sobre V , como lo es a.
La existencia y unicidad de solución de las dos inecuaciones variacionales (9) y (10) permiten considerar

g 7→ ug y g 7→ ugh como funcionales de H a V , para cualquier h > 0. Sea la constante M > 0. Se definen
los dos funcionales de costo J : H → R y Jh : H → R de manera que [10, 13]:

J(g) =
1
2
‖ug‖2

H +
M

2
‖g‖2

H , (11)

Jh(g) =
1
2
‖ugh‖2

H +
M

2
‖g‖2

H , (12)

y se considera la familia de problemas de control óptimo distribuido siguiente:

Encontrar gop ∈ H tal que J(gop) = mı́n
g∈H

J(g), (13)

Encontrar goph
∈ H tal que J(goph

) = mı́n
g∈H

Jh(g). (14)

Teorema 2 Los funcionales de costo J y Jh son funciones estrictamente convexas sobre H , y por lo tanto
existen únicas soluciones gop y goph

en H de los problemas (13) y (14) respectivamente.

Prueba. Sean u = ugi y ugih las soluciones de las inecuacionales variacionales (9) y (10) respectivamente
con g = gi para i = 1, 2. Se deducen las siguientes igualdades:

‖u3(µ)‖2
H = µ‖ug1‖2

H + (1− µ)‖ug2‖2
H − µ(1− µ)‖ug2 − ug1‖2

H , (15)

‖u3h(µ)‖2
H = µ‖ug1h‖2

H + (1− µ)‖ug2h‖2
H − µ(1− µ)‖ug2h − ug1h‖2

H . (16)

Utilizando [15] se obtiene la propiedad de monotonı́a

u4(µ) ≤ u3(µ) en Ω, ∀µ ∈ [0, 1], (17)

y entonces se deduce que

µJ(g1) + (1− µ)J(g2)− J(g3) ≥ µ(1− µ)
2

{‖ug1 − ug2‖2
V + M‖g1 − g2‖2

H

}
> 0 (18)

para todo µ ∈]0, 1[ y para todo g1, g2 en H . Por lo tanto J es un funcional estrictamente convexo con lo cual
se tiene la unicidad del problema de control óptimo (13). La unicidad del problema de control óptimo (14)
se deduce de una manera similar para cualquier h > 0. ¤
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4. CONVERGENCIA DE PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO CUANDO h → +∞
En esta última sección se estudia la convergencia del estado ugophh, y del control óptimo goph, cuando

el coeficiente de transferencia de calor h sobre Γ1, tiende a infinito. Para un dado g ∈ H fijado, se tiene
primero la siguiente propiedad que generaliza la obtenida para ecuaciones variacionales en [17, 18].

Lema 1 Sean ugh
la única solución de la inecuación variacional (10) y ug la única solución de la in-

ecuación variacional (9), entonces se tiene que

ugh
→ ug en V fuertemente cuando h → +∞ ∀g ∈ H.

Ahora se da el resultado más importante del trabajo que generaliza el resultado de convergencia obtenido
en [6], para inecuaciones variacionales elı́pticas, y sin necesidad de utilizar los estados adjuntos. Se resalta la
doble dependencia del parámetro h en la expresión del estado del sistema ugophh correspondiente al control
óptimo goph.

Teorema 3 Sean ugophh, goph y ugop , gop los estados y los controles óptimos definidos en los problemas (14)
y (13) respectivamente. Entonces, se obtienen los comportamientos asintóticos siguientes:

ĺım
h→+∞

‖ugophh − ugop‖V = 0, ĺım
h→+∞

‖goph − gop‖H = 0. (19)
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