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Resumen: Sea ug, la tinica solucién de una inecuacion variacional eliptica con fuente g; (: = 1, 2). Se establece una
estimacion de la distancia entre uz(p) = pug, + (1 — p)ug, ¥ us(pt) = Upg, +(1—p)g. Para p € [0, 1]. Para un dado
funcional de costo y usando propiedades de monotonia entre ug(u) y uq(p), se demuestra la existencia y unicidad de
la solucién para una familia de problemas de control distribuido, sobre la energia interna g, para cada coeficiente de
transferencia de calor h.

Se demuestra también la convergencia de los controles 6ptimos y de los estados asociados a esta familia de proble-
mas de control gobernados por inecuaciones variacionales elipticas, sin el uso del estado adjunto del problema lo cual
es una ventaja respecto a la prueba dada en Gariboldi-Tarzia, Appl. Math. Optim., 47 (2003), 213-230 para ecuaciones
variacionales elipticas.
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1. INTRODUCCION

Sea V' un espacio de Hilbert, V/ su dual topolégico, K un conjunto cerrado, convexo y no vacio en V, g
en V' y una forma bilineal  : V' x V' — R, la cual es simétrica, continua y coerciva, es decir que existe una
constante m > 0 tal que m||v||? < a(v,v) para todo v en V. Es bien conocido [11] que para cada g € V'
existe una dnica solucién u € K, de manera que

a(u,v—u)Z(g,v—u) VUGK, (1)

donde (-,-) denota la dualidad entre V' y V. Por lo tanto se puede considerar g — u = u, como una
funcion de V' a K. Sea u; = uyg, la correspondiente solucion de (1) con g = g; para i = 1, 2. Se define para
p € [0,1]

uz(p) = puy + (1 — pug,  g3(p) = pgr + (1 —p)ga,  y  ualp) = Ugy(u)- (2)

En [5], se establecié la condicién necesaria y suficiente para obtener que la combinacién convexa ug (i) es
la tinica solucidn de la inecuacién variacional eliptica (1) con fuente g3(1u), a saber:

ug(p) = us(p) Vp€0,1]siysélosia = =0, A3)

con
o= a(ul,U2—u1)— <g1,u2—ul>, (4)
B = a(uz,u1 —uz) — (g2, u1 — uz). (5)

En la Seccidn 2 se establece una estimacion de la distancia entre ug(p) y ua(p) en el caso en que «
y (3 definidos por (4) y (5) no sean iguales a cero. Se obtiene la propiedad de monotonia ug(u) < usz(u)
Vu € [0, 1] [15] para los problemas de frontera libre complementarios dados en la Seccién 3.

En la Seccion 3 se considera una familia de problemas de frontera libre con condiciones de contorno
mixtas asociadas a casos particulares de la inecuacidn variacional eliptica (1). Se estudian propiedades de
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dependencia de las soluciones de esta familia de inecuaciones variacionales elipticas, sobre la energia interna
g, y también sobre el coeficiente de transferencia de calor h que caracteriza la ley de Newton o la condicién
de frontera de tipo Robin (8). Entonces para una dada constante M/ > 0 se puede considerar g como una
variable de control para el funcional de costo (11), y por ende se formula el problema de control éptimo
distribuido asociado a la inecuacién variacional (9). Con las propiedades de dependencia, la desigualdad
obtenida en la Seccién 2 y usando la propiedad de monotonia entre u3(p) y ug(u), se prueba la convexidad
estricta del funcional de costo y se deduce la existencia y unicidad del control 6ptimo g,,. Se formulan
también la familia de problemas de control 6ptimo distribuido asociada a la inecuacién variacional (10) la
cual depende de un pardmetro positivo h. Se obtienen resultados similares para el control 6ptimo g, -

En la dltima Seccion 4 se demuestra que el control 6ptimo g,,, y su correspondiente estado Ug,,, » CON-
vergen fuertemente hacia g, y ug,, respectivamente, cuando i — +00, en adecuados espacios funcionales.
Se resalta que no se necesita considerar el estado adjunto para los problemas (9) y (10) como en [6, 14] para
probar la convergencia cuando h — +oc. Esta es una muy importante ventaja del presente resultado con
respecto a la demostracion previa dada para ecuaciones variacionales elipticas en [6].

En los libros [3, 13] se pueden encontrar diferentes problemas de control éptimo distribuido goberna-
dos por ecuaciones diferenciales a derivadas parciales. Algunos trabajos sobre control 6ptimo de sistemas
gobernados por inecuaciones variacionales elipticas son [1, 4, 8, 9, 16].

2. ALGUNOS RESULTADOS GENERALES

En [5] se demostré la equivalencia (3). Con el objetivo de estudiar problemas de control éptimo en
la Seccién 3 es de gran utilidad obtener una estimacion de la distancia entre ug(u) y usa(p), cuando la
equivalencia (3) no se satisface.

Teorema 1 Sean uy y us dos soluciones de la ineciacion variacional (1) con fuentes g1 y go respectiva-
mente, entonces se tiene la siguiente estimacion

mlug(p) —us()|§ + pha(p) + (1 — p)I2a(p) < p(1 = p)(a+ B), Vue[0,1]
donde oy B estdn definidos por (&) y (5) respectivamente y
Ta(p) = auy, wa(p) —ur) = (g1, ua(p) —ur) >0
Ioa () = a(uz , ua(p) — u2) — (g2, ua(p) — uz) =2 0.

3. UNPROBLEMA DEL OBSTACULO Y PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO

Sea 2 un dominio abierto en R™ con su frontera 9 = I'; U I's. Se supone que I'y N Ty = 0, y
med(I'1) > 0. Se considera el siguiente problema de complementariedad:

u>0, u(-Au—g)=0, —-Au—g>0 in Q 6)
u=b on Iy, —@:q on Ty (7)
on

y para el parametro h > 0, se considera el problema de complementariedad (6) con condiciones de frontera
mixtas:

—gZ:h(u—b) on Iy —g:i:q on Ty )
donde h es el coeficiente de transferencia de calor sobre I'y, g es la energia interna, b es la temperatura sobre
I'y, g es el flujo de calor sobre I's. Es bien conocido que la regularidad del problema mixto es problematico
en el entorno de algunas partes de la frontera [7]. Recientemente, se han encontrado hipétesis suficientes
sobre los datos para que la solucién de problemas elipticos mixtos tengan la regularidad H? [2, 12].

Se definen los espacios V = H(Q), Vo = {v € V : U, = 0} y los conjuntos convexos

K={veV: vp,=b v>0 in Q}), Ky={veV: v>0 in Q}.
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Es cldsico que, para una temperatura positiva b € H%(I‘l), q € L*(T)yg € H = L*), los dos
problemas de frontera libre (6)-(7) y (6), (8) son respectivamente equivalentes a los siguientes problemas
variacionales elipticos: Encontrar © € K de manera que

a(u,v —u) > (g,v —u) — / q(v —u)ds, Vve K )
s
y encontrar u € K de manera que
ap(u,v—u) > (g, v—u) / q(vu)ds+h/ b(v—u)ds Yve K4 (10)
FQ 1—‘1

donde

a(u,v) = / VuVudz, (g,v) = / gudz, ap(u,v) = a(u,v) +h/ uvds.
Q Q I

Es evidente que
IA>0  talque Mjv||F <a(v,v) YoeV.
Mais aun [17, 18]
A >0 tal que Aol < an(v,v) Yo €V, con A\, = A\ min{l, h}

es decir ay, es una forma bilineal, continua, simétrica y coerciva sobre V', como lo es a.

La existencia y unicidad de solucién de las dos inecuaciones variacionales (9) y (10) permiten considerar
g = Uy y g+ ugp como funcionales de H a V', para cualquier & > 0. Sea la constante M > 0. Se definen
los dos funcionales de costo J : H — Ry J, : H — R de manera que [10, 13]:

1 M
T(9) = 5l + 5 llg (1n)
1 M
Tn(9) = 5 llugnllir + = lllzr, (12)
y se considera la familia de problemas de control éptimo distribuido siguiente:
Encontrar g,, € H talque J(gop) = ml’}} J(9), (13)
g€
Encontrar g,,, € H talque J(gop,) = II]lII_Il Jn(g). (14)
g€

Teorema 2 Los funcionales de costo J y Jy, son funciones estrictamente convexas sobre H, y por lo tanto
existen inicas soluciones gop y op, en H de los problemas (13) y (14) respectivamente.

Prueba. Sean u = ug, y ug,p las soluciones de las inecuacionales variacionales (9) y (10) respectivamente
con g = g; parat = 1, 2. Se deducen las siguientes igualdades:

lus ()17 = pllug, 1 + (1= ) lugy 7 — (1 = 1) gy — g, 17, (15)
lusn ()17 = pllugunllFr + (1 = ) lugon [ — (1 = 1) llugon — wg,nll7- (16)

Utilizando [15] se obtiene la propiedad de monotonia
ug(p) <ug(p) en Q. Vuel0,1], (17)
y entonces se deduce que
pd(9) + (0= ) (02) — To0) = O g, g [+ Mg —lB} >0 a8

para todo p €]0, 1] y para todo g1, g2 en H. Por lo tanto J es un funcional estrictamente convexo con lo cual
se tiene la unicidad del problema de control 6ptimo (13). La unicidad del problema de control 6ptimo (14)
se deduce de una manera similar para cualquier & > 0. U
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4. CONVERGENCIA DE PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO CUANDO h — +00

En esta dltima seccion se estudia la convergencia del estado ug,,, n, y del control 6ptimo g, cuando
el coeficiente de transferencia de calor h sobre I'y, tiende a infinito. Para un dado g € H fijado, se tiene
primero la siguiente propiedad que generaliza la obtenida para ecuaciones variacionales en [17, 18].

Lema 1 Sean ug, la iinica solucion de la inecuacion variacional (10) y ug la tinica solucion de la in-
ecuacion variacional (9), entonces se tiene que

ug, — ug en 'V fuertemente cuando h — +oo Vg € H.

Abhora se da el resultado mds importante del trabajo que generaliza el resultado de convergencia obtenido
en [6], para inecuaciones variacionales elipticas, y sin necesidad de utilizar los estados adjuntos. Se resalta la
doble dependencia del pardmetro h en la expresion del estado del sistema u,,, , correspondiente al control

Optimo gop, -

Teorema 3 Sean ug,, h, Gopy, ¥ Ug,,» Jop l0s estados y los controles dptimos definidos en los problemas (14)
y (13) respectivamente. Entonces, se obtienen los comportamientos asintoticos siguientes:

hEToo ||Ugophh - UgopHV =0, hEr—iI-loo HgOPh - gopHH =0. (19)
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