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Resumen: En este trabajo, se estudian problemas de control 6ptimo simultdneo distribuido-frontera sobre la energia
interna y el flujo de calor para un sistema gobernado por una clase de inecuaciones hemivariacionales frontera eliptica
dependientes de un pardmetro. El sistema ha sido originado por un problema estacionario de conduccion de calor con
una condicién de frontera subdiferencial multivaluada no moné6tona en una porcion de la frontera del dominio descripto
por el gradiente generalizado de Clarke de una funcién localmente Lipschitz. Se prueba un resultado de existencia
para los problemas de control éptimo simultdneo distribuido-frontera. Se muestra un resultado de comportamiento
asintdtico para los controles 6ptimos y los estados del sistema para ambos problemas de control éptimo, cuando el
parametro, coeficiente de transferencia de calor, tiende a infinito en una parte de la frontera.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado © en R? cuya frontera regular I' consiste en la unién de tres porciones
disjuntas I';, ¢ = 1, 2, 3 con |I';| > 0, donde |I';| denota la medida de Hausdorff (d — 1)-dimensional
de la porcién I'; en I'. Se formula el siguiente problema clésico estacionario de conduccién de calor con
condiciones de frontera mixtas:

ou
—Au =g en , u!rl =0, —%‘FQ =gq, u|F3 =0, (1)
donde u es la temperatura en 2, g es la energia interna en 2, b es la temperatura sobre I'3 y ¢ es el flujo de
1
calor sobre I'y, que satisfacen las hipétesis: g € H = L?(Q),q € Q = L*(Ts) yb € Hz(T3).
De manera estdndar, se obtiene la siguiente formulacién variacional de (1), [11]:

hallar uo, € K tal que a(uso,v) = L(v) paratodo v € K (2)
donde
VvV =HYQ), Vo={v eV |v=0 sobre I';},
K={veV |v=0 sobre I'y, v =10 sobre I's}, Ko={veV|v=0 sobre I'y UT3},

a(u,v):/Vqudx, L(v):/gvdaz—/ qudl.
Q Q Iy

Ahora, se considera el problema mixto con valores no lineales en la frontera para una ecuacién eliptica,
recientemente estudiado en [2, 4], de la siguiente manera:

ou U .
u’rl = 07 _%{Fz =q, %‘Fg € a(?j(u) (3)

—Au =g en , —
Aqui, o es una constante positiva que se puede considerar como el coeficiente de transferencia de calor,
mientras que la funcién j: I's x R — R, llamada superpotencial (potencial no convexo), es tal que j(z,-)
es localmente Lipschitz en c.t.p z € I's y no necesariamente diferenciable. Dado que en general j(z, ) no
es convexa, es que la condicién multivaluada en I's en el problema (3) se describe mediante una relacién no
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mondétona expresada por el gradiente generalizado de Clarke [1]. Tal relacion multivaluada en el problema
(3) se cumple en ciertos tipos de problemas estacionarios de conduccién de calor (el comportamiento de
una membrana semipermeable de espesor finito, problemas de control de temperatura, etc.). Ademads, el
problema (3) puede ser considerado como un prototipo de varios modelos de frontera semipermeable, los
cuales estan motivados por problemas que surgen en hidrdulica, problemas de flujo de fluidos a través de
medios porosos y electrostética, donde la solucidn representa la presion y los potenciales eléctricos.

Bajo la notacién anterior, la formulacién débil del problema eliptico (3) se convierte en la siguiente
inecuacién hemivariacional frontera eliptica [2]:

hallar u € Vj tal que a(u,v) + a/ 7%(u;v) dT' > L(v) paratodo v € Vj. 4)
I's

Aqui y en lo que sigue se omitird la variable = y simplemente se escribird j(r) en lugar de j(x, 7).

Se destaca que la teorfa de las inecuaciones hemivariacionales y variacionales ha sido propuesta en 1980s
por Panagiotopoulos, ver [8, 9], como formulaciones variacionales de clases importantes de problemas en
mecdnica. En los dltimos afios se han investigado nuevos tipos de inecuaciones variacionales, hemivariacio-
nales y variacionales-hemivariacionales, ver monografias recientes [6, 10], y la teoria ha surgido hoy como
una nueva e interesante rama de la matematica aplicada.

Se formulan los siguientes problemas de control éptimo:

= Un problema de control éptimo simultdneo distribuido-frontera Neumann, dado por [2, 3, 12]:

hallar  (g,9) € H x Q talque J(g,g) = min J(g,q) Q)
(9.9)EH%Q
con
1 My My
J(QaQ):§Hugq_zd”%l+7‘|9H%I+7HQHQQ (6)

donde 144 es la tnica solucién de la ecuacion variacional (2), zg € H dado y M7 y M5 son constantes
positivas dadas.

= Para cada o > 0, el siguiente problema de control éptimo simultdneo distribuido-frontera Neumann

hallar (g,,q,) € H xQ talque J,(9,,9,) = min Ju(g,9) @)
(9,9)€EHXQ
con u u
1 1 2
Ja(9,9) = §||Uagq—zd||%{+7||9||%1+7||Q||2Q 3

donde 1444 €8 una solucion a la inecuacion hemivariacional (4), z4 € H es dado y M; y M5 son
constantes positivas.

Este paper estd estructurado de la siguiente manera. En la Seccion 2, se establecen conceptos preliminares de
la teoria de las inecuaciones hemivariacionales. En la Seccién 3, para cada o > 0, se obtiene un resultado de
existencia de la solucién del problema de control éptimo simultdneo distribuido-frontera (7). En la Seccién
4, se obtiene la convergencia fuerte de una sucesion de controles 6ptimos y estados del sistema de los
problemas (7) al dnico control 6ptimo y estado del sistema del problema (5), cuando el pardmetro « tiende
a infinito.

2. PRELIMINARES

Sea (X, || - ||x) un espacio de Banach reflexivo, X* su dual, y (-,-) denota la dualidad entre X* y X.
Para una funcién de valores reales definida en X, se tienen las siguientes definiciones [1, Seccién 2.1] y [6].

Una funcién ¢: X — R se dice que es localmente Lipschitz, si para cada x € X existe U, un entorno
de x y una constante L, > 0 tal que |p(y) — ¢(2)| < L.|ly — z||x paratodo y,z € U,.
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Para tal funcién, la derivada direccional generalizada (Clarke) de ¢ en el punto x € X en la direccién
v € X esta definida por

A _
Aziv) = limsup ply +2v) — oly)
y—xz, A—=01 A

El gradiente generalizado (subdiferencial) de ¢ en x es un subconjunto del espacio dual X* dado por
dp(z) = {¢C € X* | @°(x;v) > (¢,v) paratodo v € X}.

Se consideran las siguientes hipdtesis.

H(j):7: '3 x R — Res tal que

@j(', r) es medible para todo r € R,
(b) j(z,-) es localmente Lipschitz en c.t.p x € I's,
(c) existe ¢, c; > 0 tal que |0j(z,7)| < ¢ + c1|r| paratodo r € R, c.t.pxz € I's,
(d) 7°(x,7;b — 1) < 0 paratodo r € R, c.t.p x € I'3 con una constante b € R.

Notar que, resultados de existencia de inecuaciones hemivariacionales elipticas se pueden encontrar en
varias contribuciones, ver [5, 6, 7]. En [2, Teorema 4], la hipdtesis H(j)(d) se considera para obtener la
existencia de una solucién al problema (4). Ademads, bajo esta condicion los autores han estudiado el com-
portamiento asintético cuando v — oo (ver [2, Teorema 7]).

3. EXISTENCIA DE CONTROLES OPTIMOS SIMULTANEOS

Es conocido, por [3], que existe un tnico par 6ptimo (g,q) € H x @ del problema de control 6ptimo
simultdneo (5). Aqui, de manera similar a [4], se obtiene un resultado de existencia de solucién al problema
de control 6ptimo simultdneo (7) cuyo sistema estd gobernado por la inecuacién hemivariacional (4).

Teorema 1 Para cada o > 0, si H(j)(a) — (d) se verifican, entonces el problema de control dptimo
simultdneo distribuido-frontera (7) gobernado por la inecuacion hemivariacional (4) tiene solucion.

Prueba. Se presenta un esquema de la prueba. Por definicién, para cada o > 0, el funcional .J,, estd acotado
inferiormente. Luego, para cada o« > 0y cada (g,q) € H x @, si se denota por T, (g, q) al conjunto de
soluciones de (4), se tiene que

m = inf{Ja(9,9),(9,9) € H X Q,uagq € Tu(g,9)} > 0. )

Para cada o > 0, sea (¢9%,¢5%) € H x @ con n € N una sucesion minimizante para (9). Se prueba que
existen fo, € H, &, € Qy 1o € V) tales que, cuando n — oo

Uagage — Na €N Vo, ggéfa en H y qﬁéfa en Q.

Ahora, para cada o« > 0y para todo (g5, ¢%) € H x @), se obtiene que 71, € V| es una solucién de la
inecuacion hemivariacional (4). Luego, se tiene 7o, = Uqf, ¢, donde uqy, ¢, €s una solucion de la inecuacion
hemivariacional (4) para los datos f, € H y £, € (), para cada a > 0. Finalmente, por la semicontinuidad
inferior débil de J,, se tiene que m > Jo(fara) Y (fa,&a) €s un par Gptimo para el problema de control
6ptimo simultdneo distribuido-frontera (7). O

4. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS CONTROLES OPTIMOS SIMULTANEOS

En esta seccidn se prueba el siguiente resultado de convergencia cuando el pardmetro o — oo.

Teorema 2 Se asume H(j) y (Hi). Si (g,,q,) es una solucion dptima del problema de control dptimo
simultdneo distribuido- frontera Neumann (7) y (g,q) es la inica solucion del problema de control dptimo
simultdneo (5), entonces (4,,q,) — (9,q) en H x Q fuertemente y uag g, — Uccgg en V fuertemente,
cuando o — 0.
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Prueba. Se presenta un esquema de la prueba. Para cada o > 0, usando que (g,,q,) es una solucién
optima del problema (7), se prueba que existen n € V, h € H y p € @ tales que, cuando o — 00

Uag,g, —nenV, g,—hen H, q,—penQ. (10)

Luego, teniendo en cuenta que 7 € Vp, porque {uqag g, } C Vo y Vo es secuencialmente débilmente cerrado
en V, por (4), H(j)(d) y la semicontinuidad inferior débil de V' > v — a(v,v) € R, se deduce que

n € K satisface a(n,v) = L(v) paratodo v € Ky,

es decir, n € K es una solucién del problema (2). Por la unicidad de solucién del problema (2), se tiene que
7 = Usohp Y POI lo tanto uag gz, — Ucohp €n V, cuando o — oo. Ahora, por la definicién de J, J, y la
semicontinuidad inferior débil de estos funcionales, se prueba que

J(h,p) < J(g9,9), V(9,9) € HxQ

y de la unicidad del problema de control éptimo (5), se obtiene que i = gy p = g, por lo tanto Uscpy =
Usogg- LUEZO, se tiene que, cuando o — oo

g, — 7 en H, d,—qenQ vy Uag, g7, — Ucogg €n V.
Ahora, por (4), se obtiene
2
Ma |[uoogg = tag,a, I < altogy, toogg — Uag,,) + Lltag,a, — Uega)
y utilizando la continuidad débil de a(ueogyg,-), la compacidad del operador traza y teniendo en cuenta
que uag, g, —* Uccgg €N H, se concluye que uqyg g, — Uoogg €n V, cuando v — oo. Finalmente, de
Uag, g, — Uoogg €N H, se deduce que
1
, 2 2
Jim g, g, = 2dllf = 51wz — zalli (an
: = 12 =112 = 112 112 - - - -
Luego, cuando a — oo, se obtiene que |[g,[|z; — |[9ll7 ¥ [[7allg — 4l y comog, —gen Hyq, —7
en (), se deduce que g, — gen H y g, — g en Q. Esto completa la prueba. O
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