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Resumen: En este trabajo, se estudian problemas de control óptimo simultáneo distribuido-frontera sobre la energı́a
interna y el flujo de calor para un sistema gobernado por una clase de inecuaciones hemivariacionales frontera elı́ptica
dependientes de un parámetro. El sistema ha sido originado por un problema estacionario de conducción de calor con
una condición de frontera subdiferencial multivaluada no monótona en una porción de la frontera del dominio descripto
por el gradiente generalizado de Clarke de una función localmente Lipschitz. Se prueba un resultado de existencia
para los problemas de control óptimo simultáneo distribuido-frontera. Se muestra un resultado de comportamiento
asintótico para los controles óptimos y los estados del sistema para ambos problemas de control óptimo, cuando el
parámetro, coeficiente de transferencia de calor, tiende a infinito en una parte de la frontera.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera un dominio acotado Ω en Rd cuya frontera regular Γ consiste en la unión de tres porciones
disjuntas Γi, i = 1, 2, 3 con |Γi| > 0, donde |Γi| denota la medida de Hausdorff (d − 1)-dimensional
de la porción Γi en Γ. Se formula el siguiente problema clásico estacionario de conducción de calor con
condiciones de frontera mixtas:

−∆u = g en Ω, u
∣∣
Γ1

= 0, −∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q, u
∣∣
Γ3

= b, (1)

donde u es la temperatura en Ω, g es la energı́a interna en Ω, b es la temperatura sobre Γ3 y q es el flujo de
calor sobre Γ2, que satisfacen las hipótesis: g ∈ H = L2(Ω), q ∈ Q = L2(Γ2) y b ∈ H

1
2 (Γ3).

De manera estándar, se obtiene la siguiente formulación variacional de (1), [11]:

hallar u∞ ∈ K tal que a(u∞, v) = L(v) para todo v ∈ K0 (2)

donde
V = H1(Ω), V0 = {v ∈ V | v = 0 sobre Γ1},

K = {v ∈ V | v = 0 sobre Γ1, v = b sobre Γ3}, K0 = {v ∈ V | v = 0 sobre Γ1 ∪ Γ3},

a(u, v) =

∫

Ω
∇u∇v dx, L(v) =

∫

Ω
gv dx −

∫

Γ2

qv dΓ.

Ahora, se considera el problema mixto con valores no lineales en la frontera para una ecuación elı́ptica,
recientemente estudiado en [2, 4], de la siguiente manera:

−∆u = g en Ω, u
∣∣
Γ1

= 0, −∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q, −∂u

∂n

∣∣
Γ3

∈ α ∂j(u). (3)

Aquı́, α es una constante positiva que se puede considerar como el coeficiente de transferencia de calor,
mientras que la función j : Γ3 × R → R, llamada superpotencial (potencial no convexo), es tal que j(x, ·)
es localmente Lipschitz en c.t.p x ∈ Γ3 y no necesariamente diferenciable. Dado que en general j(x, ·) no
es convexa, es que la condición multivaluada en Γ3 en el problema (3) se describe mediante una relación no
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monótona expresada por el gradiente generalizado de Clarke [1]. Tal relación multivaluada en el problema
(3) se cumple en ciertos tipos de problemas estacionarios de conducción de calor (el comportamiento de
una membrana semipermeable de espesor finito, problemas de control de temperatura, etc.). Además, el
problema (3) puede ser considerado como un prototipo de varios modelos de frontera semipermeable, los
cuales están motivados por problemas que surgen en hidráulica, problemas de flujo de fluidos a través de
medios porosos y electrostática, donde la solución representa la presión y los potenciales eléctricos.

Bajo la notación anterior, la formulación débil del problema elı́ptico (3) se convierte en la siguiente
inecuación hemivariacional frontera elı́ptica [2]:

hallar u ∈ V0 tal que a(u, v) + α

∫

Γ3

j0(u; v) dΓ ≥ L(v) para todo v ∈ V0. (4)

Aquı́ y en lo que sigue se omitirá la variable x y simplemente se escribirá j(r) en lugar de j(x, r).
Se destaca que la teorı́a de las inecuaciones hemivariacionales y variacionales ha sido propuesta en 1980s

por Panagiotopoulos, ver [8, 9], como formulaciones variacionales de clases importantes de problemas en
mecánica. En los últimos años se han investigado nuevos tipos de inecuaciones variacionales, hemivariacio-
nales y variacionales-hemivariacionales, ver monografı́as recientes [6, 10], y la teorı́a ha surgido hoy como
una nueva e interesante rama de la matemática aplicada.

Se formulan los siguientes problemas de control óptimo:

Un problema de control óptimo simultáneo distribuido-frontera Neumann, dado por [2, 3, 12]:

hallar (g, q) ∈ H × Q tal que J(g, q) = mı́n
(g,q)∈H×Q

J(g, q) (5)

con

J(g, q) =
1

2
||ugq − zd||2H +

M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q (6)

donde ugq es la única solución de la ecuación variacional (2), zd ∈ H dado y M1 y M2 son constantes
positivas dadas.

Para cada α > 0, el siguiente problema de control óptimo simultáneo distribuido-frontera Neumann

hallar (gα, qα) ∈ H × Q tal que Jα(gα, qα) = mı́n
(g,q)∈H×Q

Jα(g, q) (7)

con

Jα(g, q) =
1

2
||uαgq − zd||2H +

M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q (8)

donde uαgq es una solución a la inecuación hemivariacional (4), zd ∈ H es dado y M1 y M2 son
constantes positivas.

Este paper está estructurado de la siguiente manera. En la Sección 2, se establecen conceptos preliminares de
la teorı́a de las inecuaciones hemivariacionales. En la Sección 3, para cada α > 0, se obtiene un resultado de
existencia de la solución del problema de control óptimo simultáneo distribuido-frontera (7). En la Sección
4, se obtiene la convergencia fuerte de una sucesión de controles óptimos y estados del sistema de los
problemas (7) al único control óptimo y estado del sistema del problema (5), cuando el parámetro α tiende
a infinito.

2. PRELIMINARES

Sea (X, ‖ · ‖X) un espacio de Banach reflexivo, X∗ su dual, y 〈·, ·〉 denota la dualidad entre X∗ y X.
Para una función de valores reales definida en X, se tienen las siguientes definiciones [1, Sección 2.1] y [6].

Una función ϕ : X → R se dice que es localmente Lipschitz, si para cada x ∈ X existe Ux un entorno
de x y una constante Lx > 0 tal que |ϕ(y) − ϕ(z)| ≤ Lx‖y − z‖X para todo y, z ∈ Ux.
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Para tal función, la derivada direccional generalizada (Clarke) de ϕ en el punto x ∈ X en la dirección
v ∈ X está definida por

ϕ0(x; v) = ĺım sup
y→x, λ→0+

ϕ(y + λv) − ϕ(y)

λ
.

El gradiente generalizado (subdiferencial) de ϕ en x es un subconjunto del espacio dual X∗ dado por

∂ϕ(x) = {ζ ∈ X∗ | ϕ0(x; v) ≥ 〈ζ, v〉 para todo v ∈ X}.

Se consideran las siguientes hipótesis.

H(j): j : Γ3 × R → R es tal que

(a) j(·, r) es medible para todo r ∈ R,

(b) j(x, ·) es localmente Lipschitz en c.t.p x ∈ Γ3,

(c) existe c0, c1 ≥ 0 tal que |∂j(x, r)| ≤ c0 + c1|r| para todo r ∈ R, c.t.p x ∈ Γ3,

(d) j0(x, r; b − r) ≤ 0 para todo r ∈ R, c.t.p x ∈ Γ3 con una constante b ∈ R.

Notar que, resultados de existencia de inecuaciones hemivariacionales elı́pticas se pueden encontrar en
varias contribuciones, ver [5, 6, 7]. En [2, Teorema 4], la hipótesis H(j)(d) se considera para obtener la
existencia de una solución al problema (4). Además, bajo esta condición los autores han estudiado el com-
portamiento asintótico cuando α → ∞ (ver [2, Teorema 7]).

3. EXISTENCIA DE CONTROLES ÓPTIMOS SIMULTÁNEOS

Es conocido, por [3], que existe un único par óptimo (g, q) ∈ H × Q del problema de control óptimo
simultáneo (5). Aquı́, de manera similar a [4], se obtiene un resultado de existencia de solución al problema
de control óptimo simultáneo (7) cuyo sistema está gobernado por la inecuación hemivariacional (4).

Teorema 1 Para cada α > 0, si H(j)(a) − (d) se verifican, entonces el problema de control óptimo
simultáneo distribuido-frontera (7) gobernado por la inecuación hemivariacional (4) tiene solución.

Prueba. Se presenta un esquema de la prueba. Por definición, para cada α > 0, el funcional Jα está acotado
inferiormente. Luego, para cada α > 0 y cada (g, q) ∈ H × Q, si se denota por Tα(g, q) al conjunto de
soluciones de (4), se tiene que

m = ı́nf{Jα(g, q), (g, q) ∈ H × Q,uαgq ∈ Tα(g, q)} ≥ 0. (9)

Para cada α > 0, sea (gα
n , qα

n) ∈ H × Q con n ∈ N una sucesión minimizante para (9). Se prueba que
existen fα ∈ H , ξα ∈ Q y ηα ∈ V0 tales que, cuando n → ∞

uαgα
nqα

n
⇀ ηα en V0, gα

n ⇀ fα en H y qα
n ⇀ ξα en Q.

Ahora, para cada α > 0 y para todo (gα
n , qα

n) ∈ H × Q, se obtiene que ηα ∈ V0 es una solución de la
inecuación hemivariacional (4). Luego, se tiene ηα = uαfαξα , donde uαfαξα es una solución de la inecuación
hemivariacional (4) para los datos fα ∈ H y ξα ∈ Q, para cada α > 0. Finalmente, por la semicontinuidad
inferior débil de Jα, se tiene que m ≥ Jα(fα, ξα) y (fα, ξα) es un par óptimo para el problema de control
óptimo simultáneo distribuido-frontera (7). �

4. COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DE LOS CONTROLES ÓPTIMOS SIMULTÁNEOS

En esta sección se prueba el siguiente resultado de convergencia cuando el parámetro α → ∞.

Teorema 2 Se asume H(j) y (H1). Si (gα, qα) es una solución óptima del problema de control óptimo
simultáneo distribuido- frontera Neumann (7) y (g, q) es la única solución del problema de control óptimo
simultáneo (5), entonces (gα, qα) → (g, q) en H × Q fuertemente y uαgαqα

→ u∞g q en V fuertemente,
cuando α → ∞.
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Prueba. Se presenta un esquema de la prueba. Para cada α > 0, usando que (gα, qα) es una solución
óptima del problema (7), se prueba que existen η ∈ V , h ∈ H y p ∈ Q tales que, cuando α → ∞

uαgαqα
⇀ η en V, gα ⇀ h en H, qα ⇀ p en Q. (10)

Luego, teniendo en cuenta que η ∈ V0, porque {uαgαqα
} ⊂ V0 y V0 es secuencialmente débilmente cerrado

en V , por (4), H(j)(d) y la semicontinuidad inferior débil de V ∋ v 7→ a(v, v) ∈ R, se deduce que

η ∈ K satisface a(η, v) = L(v) para todo v ∈ K0,

es decir, η ∈ K es una solución del problema (2). Por la unicidad de solución del problema (2), se tiene que
η = u∞hp y por lo tanto uαgαqα

⇀ u∞hp en V , cuando α → ∞. Ahora, por la definición de J , Jα y la
semicontinuidad inferior débil de estos funcionales, se prueba que

J(h, p) ≤ J(g, q), ∀(g, q) ∈ H × Q

y de la unicidad del problema de control óptimo (5), se obtiene que h = g y p = q, por lo tanto u∞hp =
u∞g q. Luego, se tiene que, cuando α → ∞

gα ⇀ g en H, qα ⇀ q en Q y uαgαqα
⇀ u∞g q en V.

Ahora, por (4), se obtiene

ma ‖u∞g q − uαgαqα
‖2

V ≤ a(u∞g q, u∞g q − uαgαqα
) + L(uαgαqα

− u∞g q)

y utilizando la continuidad débil de a(u∞g q, ·), la compacidad del operador traza y teniendo en cuenta
que uαgαqα

→ u∞g q en H , se concluye que uαgαqα
→ u∞g q en V , cuando α → ∞. Finalmente, de

uαgαqα
→ u∞g q en H , se deduce que

ĺım
α→∞

1

2
||uαgαqα

− zd||2H =
1

2
||u∞g q − zd||2H . (11)

Luego, cuando α → ∞, se obtiene que ||gα||2H → ||g||2H y ||qα||2Q → ||q||2Q y como gα ⇀ g en H y qα ⇀ q
en Q, se deduce que gα → g en H y qα → q en Q. Esto completa la prueba. �
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