
ANÁLISIS NUMÉRICO DE UNA FAMILIA DE PROBLEMAS DE
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Resumen: En este trabajo, se considera una familia de problemas de control óptimo simultáneo (Pα) sobre la energı́a
interna y el flujo de calor para un sistema gobernado por una ecuación variacional elı́ptica dependiente de un parámetro
α > 0 definido sobre una porción de la frontera y un problema de control óptimo simultáneo (P ) gobernado también
por una ecuación variacional elı́ptica con una condición de frontera Dirichlet en la misma porción de la frontera. Se
formulan aproximaciones discretas (Phα) y (Ph) de los problemas de control óptimo (Pα) y (P ) respectivamente,
para cada α > 0 y para cada h > 0 por el método de los elementos finitos con triángulos de Lagrange de tipo 1 con
parámetro h. El objetivo de este trabajo es estudiar la convergencia de esta familia de problemas de control óptimo
simultáneo discretos (Phα) cuando el parámetro α tiende a infinito y el parámetro h tiende a cero simultáneamente.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera un dominio acotado Ω en Rd cuya frontera regular Γ consiste en la unión de dos porciones
disjuntas Γi, i = 1, 2, con |Γi| > 0, donde |Γi| denota la medida de Hausdorff (d − 1)-dimensional sobre la
porción Γi en Γ. Se formulan los siguientes problemas estacionarios de conducción de calor:

−∆u = g en Ω, u
∣∣
Γ1

= b, −∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q, (1)

−∆u = g en Ω, −∂u

∂n

∣∣
Γ1

= α(u − b), −∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q, (2)

donde u es la temperatura en Ω, g es la energı́a interna en Ω, b = const. > 0 es la temperatura sobre Γ1 para
el sistema (1) y la temperatura del entorno externo de Γ1 para el sistema (2), q es el flujo de calor sobre Γ2 y
α > 0 es el coeficiente de transferencia de calor en Γ1, que satisfacen: g ∈ H = L2(Ω) y q ∈ Q = L2(Γ2).

De manera estándar, se obtienen las siguientes formulaciones variacionales de (1) y (2), [4]:

hallar u ∈ K tal que a(u, v) = L(v) para todo v ∈ V0, (3)

hallar uα ∈ V tal que aα(uα, v) = Lα(v) para todo v ∈ V. (4)

donde
V = H1(Ω), V0 = {v ∈ V/v = 0 sobre Γ1}, K = {v ∈ V/v = b sobre Γ1} = b + V0,

a(u, v) =

∫

Ω
∇u∇v dx, L(v) =

∫

Ω
gv dx −

∫

Γ2

qv dΓ,

aα(u, v) = a(u, v) + α

∫

Γ1

uv dΓ, Lα(v) = L(v) + α

∫

Γ1

bv dΓ,

Se consideran los siguientes problemas de control óptimo continuo [3, 8]:

(P ) Un problema de control óptimo simultáneo distribuido-frontera Neumann, dado por:

hallar (g, q) ∈ H × Q tal que J((g, q)) = mı́n
(g,q)∈H×Q

J(g, q) con (5)

J(g, q) =
1

2
||ugq − zd||2H +

M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q (6)

donde ugq es la única solución de la ecuación variacional (3) para g ∈ H y q ∈ Q, zd ∈ H y M1 y
M2 constantes positivas dadas.
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(Pα) Para cada α > 0, el problema de control óptimo simultáneo distribuido-frontera Neumann:

hallar (gα, qα) ∈ H × Q tal que Jα(gα, qα) = mı́n
(g,q)∈H×Q

Jα(g, q) con (7)

Jα(g, q) =
1

2
||uαgq − zd||2H +

M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q (8)

donde uαgq es una solución a la ecuación variacional (4) para g ∈ H , q ∈ Q y α > 0, zd ∈ H y M1

y M2 constantes positivas dadas.

En relación con los problemas de control óptimo simultáneo (5) y (7), se definen los estados adjuntos, como
las únicas soluciones de las ecuaciones variacionales [3]:

hallar pgq ∈ V0 tal que a(pgq, v) = (ugq − zd, v)H para todo v ∈ V0, (9)

hallar pαgq ∈ V tal que aα(pαgq, v) = (uαgq − zd, v)H para todo v ∈ V. (10)

El lı́mite de los problemas de control óptimo (7) cuando α → +∞ fue estudiado en [3] y se probó que:

ĺım
α→+∞

∥∥uαgα qα
− ug q

∥∥
V

= 0, ĺım
α→+∞

∥∥pαgα qα
− pg q

∥∥
V

= 0, ĺım
α→+∞

‖(gα, qα) − (g, q)‖H×Q = 0

donde la norma en H × Q es definida por:

||(g, q)||H×Q = (||g||2H + ||q||2Q)1/2, ∀(g.q) ∈ H × Q.

Se considera el método de elementos finitos y un dominio poligonal Ω ⊂ Rn con una triangulación
regular con triángulos de Lagrange de tipo 1, constituido por elementos finitos afines equivalentes de clase
C0, siendo h el parámetro de aproximación que tiende a cero [1, 2]. Luego, se discretizan las ecuaciones
variacionales elı́pticas para los estados del sistema (3) y (4), para los estados adjuntos (9) y (10), y los
funcionales costo (6) y (8). En general, la solución de un problema elı́ptico mixto de frontera pertenece a
Hr(Ω) con 1 < r ≤ 3/2− ǫ (ǫ > 0), pero existen ejemplos cuyas soluciones pertenecen Hr(Ω) con 2 ≤ r.

El objetivo de este trabajo es estudiar el análisis numérico de los resultados de convergencia correspon-
dientes a los problemas continuos de control óptimo (5) y (7) cuando α → +∞. Además, el siguiente
diagrama conmutativo, que relaciona los problemas mixtos continuos de control óptimo (Pα) y (P ) con los
problemas discretos de control óptimo (Phα) y (Ph), se obtiene tomando los lı́mites h → 0+, α → +∞ y
(h, α) → (0+,+∞) como sigue:

Problem (Pα)

(gα, qα), uαgαqα
, pαgαqα

Problem (P )

(g, q), ug q, pg q

Problem (Phα)

(ghα, qhα), uhαghαqhα
, phαghαqhα

Problem (Ph)

(gh, qh), uhghqh
, phghqh

h → 0+ h → 0+

α → +∞

α → +∞

(h, α) → (0+,+∞)

donde (gh, qh), uhghqh
y phghqh

son el control óptimo, estado del sistema y estado adjunto del problema
discreto de control óptimo (Ph) para cada h > 0, y (ghα, qhα), uhαghαqhα

y phαghαqhα
son el control

óptimo, estado del sistema y estado adjunto del problema discreto de control óptimo (Phα) para cada h > 0
y α > 0, respectivamente.
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2. DISCRETIZACIÓN POR EL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

En esta sección se considera el método de elementos finitos, siendo h el parámetro de aproximación que
se puede tomar igual al lado más largo de los triángulos T ∈ τh y se aproximan V, V0 y K por:

Vh =
{
vh ∈ C0(Ω̄)/vh|T ∈ P1(T ),∀T ∈ τh

}
, V0h = {vh ∈ Vh/vh = 0 sobre Γ1} , Kh = b + V0h

donde P1 es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1. Sea πh : C0(Ω̄) → Vh el operador
de interpolación lineal correspondiente. Entonces existe una constante c0 > 0 (independiente de h) tal que
∀v ∈ Hr(Ω), 1 < r ≤ 2, [1]:

‖v − πh(v)‖H ≤ c0h
r‖v‖r ‖v − πh(v)‖V ≤ c0h

r−1‖v‖r.

Los funcionales de costo discretos Jh, Jhα : H × Q → R+
0 se definen por:

Jh(g, q) =
1

2
‖uhgq − zd‖2

H +
M1

2
‖g‖2

H +
M2

2
‖q‖2

Q

Jhα(g, q) =
1

2
‖uhαgq − zd‖2

H +
M1

2
‖g‖2

H +
M2

2
‖q‖2

Q.

donde uhgq y uhαgq son las soluciones de las siguientes ecuaciones variacionales elı́pticas discretas [5, 6, 7]:

uhgq ∈ Kh : a (uhgq, vh) = (g, vh)H − (q, vh)Q, ∀vh ∈ V0h, (11)

uhαgq ∈ Vh : aα (uhαgq, vh) = (g, vh)H − (q, vh)Q + α

∫

Γ1

bvhdγ, ∀vh ∈ Vh. (12)

Los problemas de control óptimo discretos consisten en encontrar (gh, qh), (ghα, qhα) ∈ H × Q tal que:

Problema (Ph) : Jh (gh, qh) = mı́n
(g,q)∈H×Q

Jh(g, q), (13)

Problema (Phα) : Jhα (ghα, qhα) = mı́n
(g,q)∈H×Q

Jhα(g, q) (14)

y sus correspondientes estados adjuntos discretos phgq y phαgq se definen como:

phgq ∈ V0h : a (phgq, vh) = (uhgq − zd, vh)H , ∀vh ∈ V0h (15)

phαgq ∈ Vh : aα (phαgq, vh) = (uhαgq − zd, vh)H , ∀vh ∈ Vh. (16)

Lema 1 (i) Para todo (g, q) ∈ H×Q, b > 0 sobre Γ1, existen únicas soluciones uhgq ∈ Kh y phgq ∈ V0h

de las ecuaciones variacionales elı́pticas (11) y (15) respectivamente, y uhαgq ∈ Vh y phαgq ∈ Vh de
las ecuaciones variacionales elı́pticas (12) y (16), respectivamente.

(ii) Existe un único control óptimo (gh, qh) ∈ H ×Q y (ghα, qhα) ∈ H ×Q que satisfacen los problemas
de optimización (13) y (14), respectivamente.

Teorema 1 (i) Para cada α > 0, se considera que los estados del sistema y los estados adjuntos continuos
tienen las regularidades ug q, uαgαqα

, pg q, pαgαqα
∈ Hr(Ω) (1 < r ≤ 2). Se tienen los siguientes lı́mites,

∀α > 1:
ĺım

h→0+
‖(gh, qh) − (g, q)‖H×Q = 0 (17)

ĺım
h→0+

∥∥uhghqh
− ug q

∥∥
V

= 0, ĺım
h→0+

∥∥phghqh
− pg q

∥∥
V

= 0 (18)

ĺım
h→0+

‖(ghα, qhα) − (gα, qα)‖H×Q = 0

ĺım
h→0+

∥∥uhαghαqhα
− uαgα qα

∥∥
V

= 0, ĺım
h→0+

∥∥phαghαqhα
− pαgαqα

∥∥
V

= 0.

(i) Para cada h > 0, se tienen los siguientes lı́mites:

ĺım
α→+∞

||(ghα, qhα) − (gh, qh)||H×Q = 0.

ĺım
α→+∞

||uhαghαqhα
− uhghqh

||V = 0, ĺım
α→+∞

||phαghαqhα
− phghqh

||V = 0.
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3. DOBLE CONVERGENCIA DE LOS PROBLEMAS DISCRETOS DE CONTROL ÓPTIMO (Phα) A
(P ) CUANDO (h, α) → (0+,+∞)

Teorema 2 Se tienen los siguientes lı́mites:

ĺım
(h,α)→(0+,+∞)

||(ghα, qhα) − (g, q)||H×Q = 0. (19)

ĺım
(h,α)→(0+,+∞)

||uhαghαqhα
− ug q||V = 0, ĺım

(h,α)→(0+,+∞)
||phαghαqhα

− pg q||V = 0, (20)

con estimaciones de error del tipo hr−1.

Prueba. Se presenta un esquema de la prueba. Se obtiene que las sucesiones (ghα, qhα), uhαghαqhα
y

phαghαqhα
están acotadas independientemente de h y α. Por lo tanto, cuando (h, α) → (0+,+∞)

∃f ∈ H : ghα ⇀ f en H, ∃ρ ∈ Q : qhα ⇀ ρ en Q,

∃η ∈ V : uhαghαqhα
⇀ η en V (en H fuerte), ∃ξ ∈ V : phαghαqhα

⇀ ξ en V (en H fuerte),

cuando α → +∞
∃fh ∈ H : ghα ⇀ fh en H, ∃ρh ∈ Q : qhα ⇀ ρh en Q,

∃ηh ∈ V : uhαghαqhα
⇀ ηh en V (en H fuerte), ∃ξh ∈ V : phαghαqhα

⇀ ξh en V (en H fuerte)

cuando h → 0+

∃fα ∈ H : ghα ⇀ fα en H, ∃ρα ∈ Q : qhα ⇀ ρα en Q,

∃ηα ∈ V : uhαghαqhα
⇀ ηα en V (en H fuerte), ∃ξα ∈ V : phαghαqhα

⇀ ξα en V (en H fuerte),

Ahora, teniendo en cuenta que η = ηh = b sobre Γ1, ξ = ξh = 0 sobre Γ1, por unicidad de solución
de los problemas (Phα), (Ph), (Pα) y (P ) y unicidad de solución de las ecuaciones variacionales elı́pticas
correspondientes, se obtiene que

ηh = uhfhρh
= uhghqh

, ξh = phfhρh
= phghqh

, fh = gh, ρh = qh

ηα = uαfαρα = uαgαqα
, ξα = pαfαρα = pαgαqα

, fα = gα, ρα = qα

y los lı́mites (17) y (18). A continuación, siguiendo [3], se tiene que

ĺım
α→+∞

||fα − g||H = 0, ĺım
α→+∞

||ρα − q||Q = 0 ĺım
α→+∞

||ηα − ug q||V = 0, ĺım
α→+∞

||ξα − pg q||V = 0

y por lo tanto, los lı́mites dobles (19) y (20) se tienen, cuando (h, α) → (0+,+∞). �
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