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Resumen: En este trabajo, se considera una familia de problemas de control 6ptimo simultdneo (P, ) sobre la energia
interna y el flujo de calor para un sistema gobernado por una ecuacion variacional eliptica dependiente de un pardmetro
a > 0 definido sobre una porcién de la frontera y un problema de control éptimo simultianeo () gobernado también
por una ecuacién variacional eliptica con una condicién de frontera Dirichlet en la misma porcién de la frontera. Se
formulan aproximaciones discretas (Ppq) y (Pp) de los problemas de control éptimo (P,) y (P) respectivamente,
para cada o > 0y para cada h > 0 por el método de los elementos finitos con tridngulos de Lagrange de tipo 1 con
parametro h. El objetivo de este trabajo es estudiar la convergencia de esta familia de problemas de control éptimo
simultdneo discretos (P, ) cuando el pardmetro « tiende a infinito y el pardmetro h tiende a cero simultdneamente.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado € en R? cuya frontera regular I' consiste en la unién de dos porciones
disjuntas I';, 7 = 1, 2, con |I';| > 0, donde |T';| denota la medida de Hausdorff (d — 1)-dimensional sobre la
porcién I'; en I'. Se formulan los siguientes problemas estacionarios de conduccién de calor:

ou

—Au =g en , U‘Fl =0, —a—n‘m =gq, (1)
ou ou
—Au=g en (), _8_n‘F1 = au —b), _%‘Fg =gq, 2)

donde u es la temperatura en €2, g es la energia interna en 2, b = const. > 0 es la temperatura sobre I'; para

el sistema (1) y la temperatura del entorno externo de I'; para el sistema (2), g es el flujo de calor sobre I's y

a > 0 es el coeficiente de transferencia de calor en I'y, que satisfacen: g € H = L?(Q)y q € Q = L?(T'y).
De manera estdndar, se obtienen las siguientes formulaciones variacionales de (1) y (2), [4]:

hallar v € K tal que a(u,v) = L(v) paratodo v € Vp, (3)
hallar u, € V tal que aq(uq,v) = Lo(v) paratodo v € V. 4)

donde
V=HYQ), Vo={veV/v=0sobre I'1}, K ={veV/v=>sobre I'1} =b+Vj,

a(u,v) :/QVqudx, L(U):/ngdx_/p qudl’,
2

ao(u,v) = a(u,v) —l—a/ wodl', Lq(v) = L(v) —l—a/ bvdl,
Fl I_‘l

Se consideran los siguientes problemas de control éptimo continuo [3, 8]:

(P) Un problema de control éptimo simultdneo distribuido-frontera Neumann, dado por:

hallar  (g,9) € H x Q talque J((g,7)) = “ ql)?féfgx 0 J(g9,q) con (&)
1 My Mo
J(gaQ):§||qu—zd||%1+7||9||%1+7||Q||?,2 (0)

donde ug4, es la tinica solucion de la ecuacién variacional 3) parag € Hyqe€ Q, 2 € Hy My y
M5 constantes positivas dadas.
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(P,) Paracada a > 0, el problema de control éptimo simultaneo distribuido-frontera Neumann:

hallar (9,,q,) € H xQ talque J,(G,,q,) = “ qI)ré%xQ Ja(g,q) con (7)
1 My Mo
Jol9,9) = §Huagq—ZdH%{JFTHQH%JJFTHQH% (®)

donde q4q s una solucién a la ecuacién variacional (4) parag € H,q € Qy a > 0,25 € Hy M;
y M, constantes positivas dadas.

En relacién con los problemas de control 6ptimo simultdneo (5) y (7), se definen los estados adjuntos, como
las unicas soluciones de las ecuaciones variacionales [3]:

hallar py, € Vo tal que a(pgyq,v) = (ugq — 24,v)r paratodo v € Vj, )

hallar pgq € V' tal que aq(Pagq: V) = (Uagg — 2d,v)r paratodo v € V. (10)

El limite de los problemas de control 6ptimo (7) cuando o« — +oo fue estudiado en [3] y se probd que:

a1—f>r—|I—100 Huagaqa - UZJQHV =0, all’)r—&r-loo Hpo@aﬁa _p§§HV =0, QEI_EOO H(?avaa) - (?@)Hm@ =0

donde la norma en H x () es definida por:

19, D)l = (llgllz +1lalld)? V(g.q) € Hx Q.

Se considera el método de elementos finitos y un dominio poligonal €2 C R™ con una triangulacién
regular con tridngulos de Lagrange de tipo 1, constituido por elementos finitos afines equivalentes de clase
C", siendo h el pardmetro de aproximacién que tiende a cero [1, 2]. Luego, se discretizan las ecuaciones
variacionales elipticas para los estados del sistema (3) y (4), para los estados adjuntos (9) y (10), y los
funcionales costo (6) y (8). En general, la solucién de un problema eliptico mixto de frontera pertenece a
H"(Q)conl < r <3/2—¢€(e>0),pero existen ejemplos cuyas soluciones pertenecen H"(€2) con 2 < r.

El objetivo de este trabajo es estudiar el andlisis numérico de los resultados de convergencia correspon-
dientes a los problemas continuos de control 6ptimo (5) y (7) cuando o — +o00. Ademds, el siguiente
diagrama conmutativo, que relaciona los problemas mixtos continuos de control éptimo (P, ) y (P) con los
problemas discretos de control 6ptimo (Py,) y (Py), se obtiene tomando los limites h — 07, o — 400y
(h,a) — (0T, 4+00) como sigue:

Problem (P,) a — 400 Problem (P)
(Ga:Ta); Uag, g, Pog,a. (9,9), uga, pga
+ +
h—0 (h,oz)—>(0+,+oo) h—0
(Ghas Tha)s Uhaguatne: Phodnatne o - 100 (Gh:@n); ungya,» Phgya,

Problem (Py,,) Problem (Py)

donde (g, p), Ung,g, Y Phg,q, son el control optimo, estado del sistema y estado adjunto del problema
discreto de control 6ptimo (F,) para cada h > 0, Y (Gha» Qha)s Yhagy,dn. Y Phag,dy., SON €l control
6ptimo, estado del sistema y estado adjunto del problema discreto de control 6ptimo ( Py, ) para cada h > 0
y a > 0, respectivamente.
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2. DISCRETIZACION POR EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

En esta seccion se considera el método de elementos finitos, siendo h el pardmetro de aproximacién que
se puede tomar igual al lado m4s largo de los tridngulos 1" € 7, y se aproximan V, Vy y K por:

th{’UhECO(Q>/vh|TEpl(T>,VT€Th}, Vth{UhGVh/’Uh:OSObI'e Fl}, Kp=b+ Vy

donde P es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1. Sea 7, : C%(Q) — V}, el operador
de interpolacién lineal correspondiente. Entonces existe una constante ¢y > 0 (independiente de h) tal que
Yve H (), 1 <r <2, [1]

lo = 7n()llgr < coh™olly [l = TR ()lly < coh” o],

Los funcionales de costo discretos Jy,, Jpo : H X Q — Rar se definen por:
1 2 M,y 2 My 2
Jn(g,q) = B |tngg — zall7 + 7”9“1{ + THQHQ
1 o My o My oo
Jhalg,q) = B) ”uhagq - deH + 7”9”H + THQHQ
donde upg4q Y Upagq sON las soluciones de las siguientes ecuaciones variacionales elipticas discretas [5, 6, 7]:

Ungg € Kn : a(ungg,vn) = (9,0n) g — (¢, vn)Q,  Yon € Von, (11)

Uhagg € Vit o (Uhage, Vn) = (9,00) g — (@, vn)g + Oé/F bopdy, Yo € V. (12)
1

Los problemas de control éptimo discretos consisten en encontrar (G, G), (Ghas na) € H X Q tal que:

Problema (Ph) : Jh (ghnah) = min Jh(97 Q)a (13)
(9,.9)€HXQ
Problema (Pro) :  Jha (Ghas The) = min Jpa(g,q) (14)
(9,.9)€H*Q

y sus correspondientes estados adjuntos discretos prgq Y Phagq S€ definen como:
Phgg € Von : @ (Phggrvn) = (Unhgg — 2d-Vn) gy »  Von € Vop (15)

Dhagq € Vi aq (phagqavh) = (uhagq — Zd,’Uh)H, Yoy € V3. (16)

Lemal (i) Paratodo (g,q) € HxQ, b > 0sobre Iy, existen vinicas soluciones upgq € Kp, y prgq € Von
de las ecuaciones variacionales elipticas (11) y (15) respectivamente, y Uupagg € Vi Y Dhagq € Vi de
las ecuaciones variacionales elipticas (12) y (16), respectivamente.

(ii) Existe un tinico control optimo (G, Gp) € H X QY (Gras Tna) € H X Q que satisfacen los problemas
de optimizacion (13) y (14), respectivamente.

Teorema 1 (i) Para cada o > 0, se considera que los estados del sistema y los estados adjuntos continuos
tienen las regularidades ugg, uag, g, Pgg Pag,q, € H () (1 < r < 2). Se tienen los siguientes limites,
Va > 1:

i G 7) — @)1 = 0 n
hli%l%— Huhﬁhﬁh - uﬁﬁHV =0, hlir(r)l*- th?hﬁh - pquV =0 (18)
hlilr((]lJr H(ghomaha) - (gavaa)HHXQ =0

h'Igl+ tho@haqha — Pag,q, HV =0.

lim Hu 7 7. — Uag. T H =0
o+ haghaTha AGa 4o ||V ) I

h
(i) Para cada h > 0, se tienen los siguientes limites:

M ||(@ras Tna) = @Gn, @)l x@ = 0.

a—r—+00

aEI—Eoo Huho@hﬁha - UhﬁhahHV =0, aEToo thaﬁhaﬁ;m — Prg,q;, ‘ |V =0.
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3. DOBLE CONVERGENCIA DE LOS PROBLEMAS DISCRETOS DE CONTROL OPTIMO (Py,) A
(P) CUANDO (h, ) — (0T, +00)

Teorema 2 Se tienen los siguientes limites:

I Ghas he) — (9,4 =0. 19
(h,a)%l(%l,+oo)‘|(gha qh ) (g Q)HHXQ ( )

Iim Uhoa, a — Ugg = O’ Hm _ e — O, 20
(h,a)—>(0+,+oo) H haghaqha QQHV (h,oc)—)(0+,+oo) thaghaqha pgq| |V ( )

con estimaciones de error del tipo h" .

Prueba. Se presenta un esquema de la prueba. Se obtiene que las sucesiones (Gq,Gna)> Yhag,, . Y
Phag,, .y, estdn acotadas independientemente de 4 y . Por lo tanto, cuando (h, a) — (0T, +00)

EleH:ghaéfenHa ElpeQ:GhaépenQv
IneV i Upag,.g,, —nen VienHfuerte), 3§ €V : puag, g, — & en VenH fuerte),

cuando o — +00
dfn€H : Gpo — foen H, pp € Q : o — ppen Q,
Inn €V i Unag,,g,., — When VienH fuerte), 3¢, €V ¢ Phag,.g,., — & en V(en H fuerte)

cuando h — 0T
Ifa €H @ Gho = faen H, Fpa € Q : Qg — pa €n Q,
e €V 1 Unhag,,g,, — NMa en V(en H fuerte), 360 €V : phag,.q,. — Sa en V(en H fuerte),

Ahora, teniendo en cuenta que 7 = 7, = b sobre I'y, £ = &, = 0 sobre I'y, por unicidad de solucién
de los problemas (Pry), (Pr), (Py) y (P) y unicidad de solucién de las ecuaciones variacionales elipticas
correspondientes, se obtiene que

Nh = Uhfypn = Uhg,a,s Sh = Phfnpn = Phgndns Jh=9n Ph=qQn
Noa = Uafape = Uag,q,» ga = Pafoapa = Pag,q,,> fa =00 Pa =144
y los limites (17) y (18). A continuacién, siguiendo [3], se tiene que

lim |fa =9llm =0, Jm l[pa —Tllg =0 m |[Na — uggllv =0, Jm |60 — pggllv =0

y por lo tanto, los limites dobles (19) y (20) se tienen, cuando (h,a) — (07, +00). O
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