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Resumen: Se considera un problema de conducción del calor S con condiciones de frontera mixtas en un dominio n-
dimensional Ω con frontera regular y una familia de problemas Sα, donde α > 0 es el coeficiente de transferencia del
calor sobre una porción de la frontera Γ1. Se formulan problemas de control óptimo frontera Neumann sobre el flujo
del calor q. Se obtiene existencia y unicidad de los controles óptimos, se dan las condiciones de optimalidad de primer
orden en términos del estado adjunto y se prueba convergencia fuerte de los controles óptimos, los estados del sistema
y estados adjuntos cuando α tiende a infinito. Además, en relación a los problemas S y Sα y a problemas elı́pticos
mixtos P y Pα se formulan problemas particulares de control óptimo frontera para un parámetro real λ. Se encuentra
una forma explı́cita para los controles óptimos, se prueban propiedades de monotonı́a y se obtienen resultados de
convergencia cuando el parámetro tiempo tiende a infinito.

Palabras clave: Ecuaciones variacionales, Control óptimo, Condición de optimalidad, Convergencia.
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1. INTRODUCCIÓN

Siguiendo [3, 6, 7], se estudian algunos problemas de control óptimo frontera Neumann parabólicos
y elı́pticos. Se considera un dominio acotado Ω en Rn, cuya frontera regular Γ consiste en la unión de
dos porciones disjuntas Γ1 y Γ2 con |Γ1| > 0 y |Γ2| > 0. Se denota con |Γi| = med(Γi) (para i =
1, 2), la medida Hausdorff (n − 1)-dimensional de Γ. Sea un intervalo de tiempo [0, T ], para algún T >
0. Se presentan los siguientes problemas de conducción del calor S y Sα (para cada parámetro α > 0)
respectivamente, con condiciones de frontera mixtas [6, 7]:

∂u

∂t
− ∆u = g en Ω u

∣∣
Γ1

= b − ∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ2

= q u(0) = vb (1)

∂u

∂t
− ∆u = g en Ω − ∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ1

= α(u − b) − ∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ2

= q u(0) = vb (2)

donde u es la temperatura en Ω × (0, T ), g es la energı́a interna en Ω, b es la temperatura sobre Γ1 para (1)
y la temperatura del entorno externo de Γ1 para (2), vb = b sobre Γ1, q es el flujo de calor sobre Γ2 y α > 0
es el coeficiente de transferencia del calor sobre Γ1, que satisfacen las hipótesis: g ∈ H = L2(0, T ;L2(Ω)),
q ∈ Q = L2(0, T ;L2(Γ2)), b ∈ H

1
2 (Γ1) y vb ∈ H1(Ω).

Sean u y uα las únicas soluciones de los problemas (1) y (2), cuyas formulaciones variacionales son ([6]):{
u − vb ∈ L2(0, T ;V0), u(0) = vb y u̇ ∈ L2(0, T ;V ′

0)
tal que 〈u̇(t), v〉 + a(u(t), v) = L(t, v), ∀v ∈ V0,

(3)

{
uα ∈ L2(0, T ;V ), uα(0) = vb y u̇α ∈ L2(0, T ;V ′)
tal que 〈u̇α(t), v〉 + aα(uα(t), v) = Lα(t, v), ∀v ∈ V,

(4)

donde 〈·, ·〉 denota la paridad entre un espacio funcional (V ó V0) y su espacio dual (V ′ ó V ′
0) y

V = H1(Ω) ; V0 = {v ∈ V : v
∣∣
Γ1

= 0} ; Q = L2(Γ2); H = L2(Ω)

(g, h)H =

∫

Ω
gh dx; (q, η)Q =

∫

Γ2

qη dγ; a(u, v) =

∫

Ω
∇u∇vdx; aα(u, v) = a(u, v)+α

∫

Γ1

uvdγ

L(t, v) = (g(t), v)H − (q(t), v)Q; Lα(t, v) = L(t, v) + α

∫

Γ1

bvdγ.
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Sea H = L2(0, T ;H), con norma ||.||H y producto interno (g, h)H =
T∫
0

(g(t), h(t))Hdt, y el espacio

Q = L2(0, T ;Q), con norma ||.||Q y producto interno (q, η)Q =
T∫
0

(q(t), η(t))Qdt.

Si se denota por uq y uαq las únicas soluciones de los problemas (3) y (4) respectivamente, se formulan los
siguientes problemas de control óptimo frontera sobre el flujo de calor q, [3, 5, 8]:

hallar q ∈ Q tal que J(q) = mı́n
q∈Q

J(q), (5)

hallar qα ∈ Q tal que Jα(qα) = mı́n
q∈Q

Jα(q), (6)

donde los funcionales costo J y Jα están dados por:

i) J(q) =
1

2
‖uq − zd‖2

H +
M

2
‖q‖2

Q , ii) Jα(q) =
1

2
‖uαq − zd‖2

H +
M

2
‖q‖2

Q (7)

con zd ∈ H dado y M una constante positiva.
Ahora, para q0 ∈ Q fijo, se define Q0 = {λq0 : λ ∈ R} ⊂ Q, y se formulan los siguientes problemas de
control óptimo parabólico frontera Neumann real, para cada T > 0 y α > 0:

hallar λ(T ) ∈ R tal que HT (λ(T )) = mı́n
λ∈R

HT (λ), (8)

hallar λα(T ) ∈ R tal que HαT (λα(T )) = mı́n
λ∈R

HαT (λ), (9)

donde HT (λ) = J(λq0) y HαT (λ) = Jα(λq0).
También, se consideran los problemas elı́pticos mixtos P y Pα, para cada α > 0, estudiados en [3, 4], cuyas
ecuaciones variacionales están dadas por

a(u, v) = L(v), ∀v ∈ V0, u ∈ K (10)

aα(uα, v) = Lα(v), ∀v ∈ V, uα ∈ V (11)

con K = v0 + V0 para v0 = b en Γ1 dado. Para q∗
0 ∈ Q fijo, se define Q0 = {λq∗

0 : λ ∈ R} ⊂ Q, y se
formulan los siguientes problemas de control óptimo elı́ptico frontera Neumann real, para cada α > 0:

hallar λ ∈ R tal que H(λ) = mı́n
λ∈R

H(λ), (12)

hallar λα ∈ R tal que Hα(λα) = mı́n
λ∈R

Hα(λ), (13)

donde H(λ) = J∗(λq∗
0) y Hα(λ) = J∗

α(λq∗
0), con J∗ : Q→R+

0 y J∗
α : Q→R+

0 dados en [3]:

i) J∗(q) =
1

2
‖u∞q − zd‖2

H +
M

2
‖q‖2

Q , ii) J∗
α(q) =

1

2
‖u∞αq − zd‖2

H +
M

2
‖q‖2

Q

con u∞q y u∞αq son las únicas soluciones de la ecuaciones variacionales (10) y (11) respectivamente,
zd ∈ H es dado y M es una constante positiva.

En [3], los autores estudiaron problemas de control óptimo frontera sobre el flujo de calor q en problemas
elı́pticos y se probaron resultados de existencia, unicidad y comportamiento asintótico de las soluciones
óptimas, cuando α tiende a infinito. En [6], resultados de convergencia fueron probados para problemas
parabólicos de conducción del calor en relación a problemas de control óptimo sobre la energı́a interna
g. Problemas de control óptimo parabólico con condiciones de frontera Robin han sido considerados en
[1, 2, 3, 4, 6]. En el presente trabajo, en la Sección 2, se considera un problema de control óptimo frontera
Neumann sobre el flujo del calor q para (1),(5) y (7i) y problemas de control óptimo frontera Neumann sobre
el flujo del calor q para (2), (6) y (7ii), para cada α > 0. Se obtienen resultados de existencia y unicidad de los
controles óptimos y se dan las condiciones de optimalidad de primer orden. Además, para q fijo, se obtienen
resultados de convergencia para los estados del sistema, estados adjuntos y controles óptimos, cuando α
tiende a infinito. En la Sección 3, para los problemas de control óptimo frontera Neumann real (8), (9), (12)
y (13) se encuentran soluciones explı́citas para los controles óptimos λ(t), λα(t), λ y λα, respectivamente
y se prueban propiedades de monotonı́a. Finalmente, en la Sección 4, resultados de convergencia de las
soluciones de los problemas (3) a la solución del problema (10) son obtenidos, cuando t tiende a infinito.
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2. PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO FRONTERA PARA LOS SISTEMAS S Y Sα

En esta sección se obtiene existencia y unicidad de los controles óptimos frontera q y qα, se dan las
condiciones de optimalidad en términos de los estados adjuntos, para los problemas de control óptimo (5) y
(6), respectivamente y se enuncian resultados de convergencia.
Se definen el estado adjunto pq correspondiente al sistema (1) para cada q ∈ Q, como la única solución del
siguiente sistema parabólico mixto:

− ∂pq

∂t − ∆pq = uq − zd en Ω, pq

∣∣
Γ1

= 0,
∂pq

∂n

∣∣∣∣
Γ2

= 0, pq(T ) = 0,

y el estado adjunto pαq correspondiente a (2) para cada q ∈ Q, como la única solución de

− ∂pαq

∂t − ∆pαq = uαq − zd en Ω, −∂pαq

∂n

∣∣∣∣
Γ1

= αpαq,
∂pαq

∂n

∣∣∣∣
Γ2

= 0, pαq(T ) = 0 para cada α > 0.

Siguiendo [5, 6, 8], se da el siguiente resultado cuya prueba es omitida.

Lema 1 a) Existe un único control óptimo q ∈ Q tal que J(q) = mı́n
q∈Q

J(q). Además, la condición de

optimalidad para el problema (5) es: Mq − pq = 0 en Q.

b) Existe un único control óptimo qα ∈ Q tal que Jα(qα) = mı́n
q∈Q

Jα(q), y la condición de optimalidad

para el problema de control óptimo (6) es: Mqα − pαqα
= 0 en Q.

A continuación se enuncian resultados de convergencia cuando α tiende a infinito.

Proposición 1 Para cada q ∈ Q fijo, cuando α → ∞,

i) uαq → uq fuerte en L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) y u̇αq → u̇q fuerte en L2(0, T ;V ′
0).

ii) pαq → pq fuerte en L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) y ṗαq → ṗq fuerte en L2(0, T ;V ′
0).

Teorema 2 Sean q y qα las únicas soluciones de los problemas de control óptimo (5) y (6), respectivamente.
Entonces, se tiene qα → q fuerte en Q, cuando α → ∞. Además, los estados del sistema y los estados ad-
juntos satisfacen (uαqα

, u̇αqα
) → (uq, u̇q) y (pαqα

, ṗαqα
) → (pq, ṗq) fuerte en L2(0, T ;V ) × L2(0, T ;V ′

0).

3. PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO FRONTERA NEUMANN REAL

En esta sección, se dan soluciones explı́citas para los problemas de control óptimo (8), (9), (12) y (13) y
se enuncian propiedades de monotonı́a.

Teorema 3 a) Para cada T > 0, si se toma q = λq0 para q0 ∈ Q fijo (q0 6= 0) y λ ∈ R, entonces:
i) Existe una única solución λ(T ) ∈ R al problema (8), la cual viene dada por:

λ(T ) = −
T∫
0

∫
Ω

uq0 (t)(ub(t)+ug(t)−zd(t))dxdt

M
T∫
0

∫
Γ2

q2
0(t)dγdt+

T∫
0

∫
Ω

u2
q0

(t)dxdt

.

donde uq0 es la única solución de (3) para q = q0 y b = g = 0, ub y ug son las únicas soluciones de
(3) para q = g = 0 y b = q = 0, respectivamente.

ii) Para cada α > 0, existe una única solución λα(T ) ∈ R al problema (9), que viene dada por:

λα(T ) = −
T∫
0

∫
Ω

uαq0 (t)(uαb(t)+uαg(t)−zd(t))dxdt

M
T∫
0

∫
Γ2

q2
0(t)dγdt+

T∫
0

∫
Ω

u2
αq0

(t)dxdt

.

donde uαq0 es la única solución de (4) para q = q0 y b = g = 0, uαb y uαg son las únicas soluciones
de (4) para q = g = 0 y b = q = 0, respectivamente.

b) Si se considera q = λq∗
0 para q∗

0 ∈ Q fijo (q∗
0 6= 0) y λ ∈ R, entonces:

i) Existe una única solución λ∞ ∈ R al problema (12), que es

λ∞ = −
∫
Ω

u∞q∗
0
(u∞b+u∞g−zd)dx

M
∫
Γ2

(q∗
0 )2dγ+

∫
Ω

u2
∞q∗

0
dx

donde u∞q∗
0

es la única solución de (10) para q = q∗
0 y b = g = 0, u∞b y u∞g son las únicas

soluciones de (10) para q = g = 0 y b = q = 0, respectivamente.
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ii) Para cada α > 0, existe una única solución λα ∈ R al problema (13), esta es

λ∞α = −
∫
Ω

u∞αq∗
0
(u∞αb+u∞αg−zd)dx

M
∫
Γ2

(q∗
0)2dγ+

∫
Ω

u2
∞αq∗

0
dx

.

donde u∞αq∗
0

es la única solución de (11) para q = q∗
0 y b = g = 0, u∞αb y u∞αg son las únicas

soluciones de (11) para q = g = 0 y b = q = 0, respectivamente.

Proposición 4 a) Sean q1 = λ1q0 y q2 = λ2q0 (q0 > 0), con λ2 ≤ λ1 y g1 ≤ g2 entonces ubλ1g1 ≤ ubλ2g2 .
b) Para cada α > 0, si q1 = λ1q0 y q2 = λ2q0 (q0 > 0), con λ2 ≤ λ1, g1 ≤ g2, b1 ≤ b2 en Γ1 y

condición inicial vb1 ≤ vb2 entonces uαb1λ1g1 ≤ uαb2λ2g2 .
c) Sean q1 = λ1q

∗
0 y q2 = λ2q

∗
0 (q∗

0 > 0), con λ2 ≤ λ1 y g1 ≤ g2 entonces u∞bλ1g1 ≤ u∞bλ2g2 .
d) Para cada α > 0, si q1 = λ1q

∗
0 y q2 = λ2q

∗
0 (q∗

0 > 0), con λ2 ≤ λ1, g1 ≤ g2, b1 ≤ b2 sobre Γ1

entonces uαb1λ1g1 ≤ uαb2λ2g2 .

4. COMPORTAMIENTO ASINTÓTICO DE LAS SOLUCIONES CUANDO t → +∞
En esta sección, se estudia la convergencia de las soluciones de los problemas (3) para los datos fijos

b ∈ H
1
2 (Γ1), q ∈ Q y g ∈ H a la solución del problema (10) para igual dato b ∈ H

1
2 (Γ1), con q ∈ Q y

g ∈ H fijos, cuando t → +∞. Aquı́, por simplicidad, se denota por u∞ a la única solución de la ecuación
variacional (10) para los datos q∞ ∈ Q y g∞ ∈ H .
Si se define F1(t) = eλ0t||g(t) − g∞||2H , F2(t) = eλ0t||γ0||2||q(t) − q∞||2Q con g ∈ H y q ∈ Q, se prueba
el siguiente teorema.

Teorema 5 Si b ∈ H
1
2 (Γ1), q ∈ Q, g ∈ H, F1 ∈ L1(0,∞) y F2 ∈ L1(0,∞), entonces

||ubqg(t) − u∞||2H ≤ ||ubqg(0) − u∞||2He−λ0t + 2e−λ0t

λ0

(
||F1||L1(0,∞) + ||F2||L1(0,∞)

)

y por lo tanto ĺım
t→+∞

ubqg(t) = u∞ en H fuerte (exponencialmente).

Prueba. Se dará sólo una idea de la prueba. Si se toma v = w(t) = ubqg(t) − u∞, en las ecuaciones
variacionales (3) y (10) respectivamente, se obtiene 〈ẇ(t), w(t)〉 + a(w(t), w(t)) = 〈L(t) − L∞, w(t)〉.
Entonces, 1

2
d
dt ||w(t)||2H + λ0

2 ||w(t)||2H ≤ 1
λ0

(
||g(t) − g∞||2H + ||γ0||2||q(t) − q∞||2Q

)
. Si se llama F (t) =

||g(t) − g∞||2H + ||γ0||2||q(t) − q∞||2Q, se tiene d
dt

(
||w(t)||2Heλ0t

)
≤ 2

λ0
F (t)eλ0t. Luego, integrando entre

0 y t, se deduce ||w(t)||2H ≤ ||w(0)||2He−λ0t + 2e−λ0t

λ0

∫ t
0 F (τ)eλ0τdτ, y la tesis se sigue. �
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