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Resumen: Se considera un problema de conduccidn del calor S con condiciones de frontera mixtas en un dominio 7-
dimensional {2 con frontera regular y una familia de problemas S,,, donde a > 0 es el coeficiente de transferencia del
calor sobre una porcion de la frontera I';. Se formulan problemas de control éptimo frontera Neumann sobre el flujo
del calor g. Se obtiene existencia y unicidad de los controles éptimos, se dan las condiciones de optimalidad de primer
orden en términos del estado adjunto y se prueba convergencia fuerte de los controles 6ptimos, los estados del sistema
y estados adjuntos cuando « tiende a infinito. Ademads, en relacion a los problemas S'y S,, y a problemas elipticos
mixtos Py P, se formulan problemas particulares de control éptimo frontera para un pardmetro real . Se encuentra
una forma explicita para los controles 6ptimos, se prueban propiedades de monotonia y se obtienen resultados de
convergencia cuando el pardmetro tiempo tiende a infinito.
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1. INTRODUCCION

Siguiendo [3, 6, 7], se estudian algunos problemas de control 6ptimo frontera Neumann parabdlicos
y elipticos. Se considera un dominio acotado 2 en R™, cuya frontera regular I" consiste en la unién de
dos porciones disjuntas I'y y I's con [I'1| > 0y |I'2] > 0. Se denota con |I';| = med(I';) (para i =
1,2), la medida Hausdorff (n — 1)-dimensional de I'. Sea un intervalo de tiempo [0, 7], para algin T >
0. Se presentan los siguientes problemas de conduccién del calor S'y S, (para cada pardmetro o > 0)
respectivamente, con condiciones de frontera mixtas [6, 7]:

ou ou

T u=g en u’Fl b 5 . g u(0)=w (1)
ou ou ou
T u=g en o . a(u —b) o N qg u(0) =1 (2)

donde u es la temperatura en 2 x (0,7), g es la energia interna en €2, b es la temperatura sobre I'y para (1)
y la temperatura del entorno externo de I'y para (2), vy = b sobre I'y, g es el flujo de calor sobre I'y y o« > 0
es el coeficiente de transferencia del calor sobre I'y, que satisfacen las hipétesis: g € H = L%(0,T; L*(Q)),
g€ Q=L%0,T;LX(Ty)),be Hz(Ty)yv, € H(Q).

Sean u y uq las Unicas soluciones de los problemas (1) y (2), cuyas formulaciones variacionales son ([6]):

u—vy € L2(0,T; Vo), uw(0)=wv, y ueL*0,T;Vy) 3)
tal que (a(t),v) + a(u(t),v) = L(t,v), Vv e Vy,
uo € L2(0,T;V), ua(0) =vp y 14 € L2(0,T; V")

. _ “)
tal que  (ia(t), v) + ada(ua(t),v) = La(t,v), Vv eV,

donde (-, -) denota la paridad entre un espacio funcional (V 6 Vp) y su espacio dual (V' 6 V{)) y
V=H'(Q); W={veV:u, =0}; Q=L*T); H=L*Q)
(9, h)g = / ghdz;  (¢,m)q = / gndry;  a(u,v) = / VuVudz;  aq(u,v) = a(u,v)—ka/uvd’y
Q I's Q

L(t,v) = (g(t),v)u — (q(t),v)q; La(t,v) = L(t,v)+ a/bvdv. h
I
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Sea H = L2(0,T; H), con norma ||.||3 y producto interno (g,h)x = [(g(t),h(t))udt, y el espacio

T
Q = L*0,T;Q), con norma ||.||g y producto interno (¢,7)o = [(q(t),n(t))qdt.

0
Si se denota por ug y uag las tnicas soluciones de los problemas (3) y (4) respectivamente, se formulan los
siguientes problemas de control 6ptimo frontera sobre el flujo de calor ¢, [3, 5, 8]:

hallar g€ Q talque J(g) = mfél J(q), o)
qe
hallar G, € Q  talque  Ja(,) = min Ja(q), ©)
qe

donde los funcionales costo J y J,, estdn dados por:
: 1 2o M, o .. 1 o M o
i) J(q) = §Huq—dey+7HQHQ, i) Ja(q) = 5”an‘de;¢+7”@”@ (7

con z; € H dado y M una constante positiva.
Abhora, para gy € Q fijo, se define Qp = {Aqo : A € R} C Q, y se formulan los siguientes problemas de
control éptimo parabdlico frontera Neumann real, paracadal > 0y o > 0:

hallar ~ A\(T) € R tal que HT(/\(T)):{\niIE Hr(\), )
€
hallar A\ (T) € R tal que HaT(Xa(T)):rAniﬂrg Har(N), )
€

donde HT(/\) = J(/\Q(]) y HaT(/\) = Ja()\qo).
También, se consideran los problemas elipticos mixtos Py F,, para cada o > 0, estudiados en [3, 4], cuyas

ecuaciones variacionales estan dadas por
a(u,v) = L(v), YveVy, ue K (10)

ao (U, V) = Lo(v), Y€€V, uy €V (11

con K = vy + V para vy = b en I'; dado. Para ¢ € @ fijo, se define Qo = {A\g} : A € R} C Q,yse
formulan los siguientes problemas de control éptimo eliptico frontera Neumann real, para cada o > 0:

hallar A€R talque H(\) = min H(\), (12)
€
hallar A\, € R talque Ho(\o) = &niﬂg Hy(N), (13)
S

donde H(\) = J*(\qg}) y Ha(\) = JE(\g}), con J* : Q—RS y J: : Q—R7 dados en [3]:

) J(0) = 5 ltooq = 2ally + . Il ) T2(a) = 5 ltocag = 2ally + 5 ol
CON Unog Y Usoag SON las unicas soluciones de la ecuaciones variacionales (10) y (11) respectivamente,
zq € H es dado y M es una constante positiva.

En [3], los autores estudiaron problemas de control dptimo frontera sobre el flujo de calor ¢ en problemas
elipticos y se probaron resultados de existencia, unicidad y comportamiento asintético de las soluciones
optimas, cuando « tiende a infinito. En [6], resultados de convergencia fueron probados para problemas
parabdlicos de conduccién del calor en relacion a problemas de control ptimo sobre la energia interna
g. Problemas de control éptimo parabdlico con condiciones de frontera Robin han sido considerados en
[1, 2, 3, 4, 6]. En el presente trabajo, en la Seccion 2, se considera un problema de control ptimo frontera
Neumann sobre el flujo del calor ¢ para (1),(5) y (71) y problemas de control ptimo frontera Neumann sobre
el flujo del calor g para (2), (6) y (7i1), para cada o > 0. Se obtienen resultados de existencia y unicidad de los
controles 6ptimos y se dan las condiciones de optimalidad de primer orden. Ademas, para q fijo, se obtienen
resultados de convergencia para los estados del sistema, estados adjuntos y controles ptimos, cuando «
tiende a infinito. En la Seccién 3, para los problemas de control éptimo frontera Neumann real (8), (9), (12)
y (13) se encuentran soluciones explicitas para los controles 6ptimos A(t), Aq(t), A y Ay, respectivamente
y se prueban propiedades de monotonia. Finalmente, en la Seccidn 4, resultados de convergencia de las
soluciones de los problemas (3) a la solucién del problema (10) son obtenidos, cuando ¢ tiende a infinito.
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2. PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO FRONTERA PARA LOS SISTEMAS S Y S,

En esta seccidn se obtiene existencia y unicidad de los controles optimos frontera ¢ y ¢, se dan las
condiciones de optimalidad en términos de los estados adjuntos, para los problemas de control 6ptimo (5) y
(6), respectivamente y se enuncian resultados de convergencia.

Se definen el estado adjunto p, correspondiente al sistema (1) para cada ¢ € Q, como la tnica solucién del
siguiente sistema parabdlico mixto:

0 0,
— G — Apy = ug — zg en Q, pq’Fl:O7 %r =0, puT)=0,
2

y el estado adjunto p,, correspondiente a (2) para cada ¢ € Q, como la tinica solucién de

= (Paq; 85% =0, pag(T) =0  paracada o > 0.

r r
Siguiendo [5, 6, 8], se da el siguiente resultado éuya prueba es 0m2itida.

Opag _ 8paq
— o1~ — APag = Uag — za en Q, ——57

Lemal a) Existe un uinico control éptimo q§ € Q tal que J(q) = ml’g J(q). Ademds, la condicion de
qe
optimalidad para el problema (5) es: Mq —pg =0 en Q.

b) Existe un tinico control dptimo G,, € Q tal que J,(q,) = gréiél Jo(q), y la condicion de optimalidad
para el problema de control dptimo (6) es: Mq,, — pag, =0 en Q.
A continuacién se enuncian resultados de convergencia cuando « tiende a infinito.
Proposicion 1 Para cada q € Q fijo, cuando o — oo,
i) Ung — ug fuerte en L2(0,T; V) N L®(0,T; H) y tiag — tq fuerte en L*(0,T; Vy).
ii) Pag — pqfuerte en L*(0,T; V)N L®(0,T; H) y Pag — Dq fuerte en L*(0,T; Vy).
Teorema 2 Sean qy q,, las linicas soluciones de los problemas de control optimo (5) y (6), respectivamente.

Entonces, se tiene q,, — q fuerte en Q, cuando o — 0. Ademds, los estados del sistema y los estados ad-
juntos satisfacen (ug, ,lag, ) — (Ug, Ug) ¥ (Pag, > Pag,) — (Pg:Pqg) fuerte en L*(0,T; V') x L*(0,T; V).

3. PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO FRONTERA NEUMANN REAL

En esta seccidn, se dan soluciones explicitas para los problemas de control 6ptimo (8), (9), (12) y (13) y
se enuncian propiedades de monotonia.
Teorema 3 a) Para cada T > 0, si se toma q = \qo para qo € Q fijo (qo # 0) y X € R, entonces:

i) Existe una tinica solucion \(T) € R al problema (8), la cual viene dada por:

T
Of (fz ugq (t) (up (t)+ug (t)—za(t)) dzdt

X(T) = T T :
M{[ [ qg(t)d'ydtJrffugO(t)dxdt

0Ty 0Q
donde ug, es la uinica solucion de (3) para ¢ = qo y b = g = 0, up y ug son las iinicas soluciones de
(3) paraq =g =0y b= q =0, respectivamente.

ii) Para cada o > 0, existe una tinica solucién \o(T) € R al problema (9), que viene dada por:

T
ofg{uaqo () (wab (t)+uag (t)—zq(t))dzdt

Aa(T) =

T T
M [ [ qg(t)dydt+[ [udq,(t)dadt
0Ty 0Q

donde g, es la tinica solucion de (4) para ¢ = qoy b = g = 0, Uap Y Uag SOn las tinicas soluciones
de (4) para q = g = 0y b = q = 0, respectivamente.
b) Si se considera ¢ = A\qj; para ¢ € Q fijo (¢5 # 0) y A € R, entonces:
i) Existe una tinica solucion \ss € R al problema (12), que es

J Uoogy (UoobtHUocg—24)dT
Q

M [(q5)2dy+[ uZ, .dx
'y Q %
donde ucoq; es la vinica solucion de (10) para q = @G Yb =g =0, Usp ¥ Uy sOn las iinicas

soluciones de (10) para ¢ = g = 0y b = q = 0, respectivamente.

Neo = —
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ii) Para cada o > 0, existe una vinica solucion A, € R al problema (13), esta es
fuooaqa (uoooéb‘i’uooagfzd)dx
Q

M [ (q3)%dy+[ u? dx
r Q

ooaqa‘
2
donde Usoaqy, €S la tinica solucion de (11) para q = q5y b = g = 0, Uscab Y Uscag SON las iinicas
soluciones de (11) para q = g =0y b = q = 0, respectivamente.

Xooa:_

Proposicion 4 a) Sean q1 = X\1qo y g2 = X2qo (qo > 0), con Aoy < A1y g1 < go entonces upy, g, < Uprygo-

b) Para cada o > 0, si q1 = A1qoy q2 = A2qo (qo > 0), con Ao < A1, g1 < go, b1 < bsenI'yy
condicion inicial vy, < vp, entonces Uap, x,g; < Uabsrags -

c) Sean q1 = Mgy y q2 = A2qg (g5 > 0), con Ay < A1y g1 < g entonces Usopr,g; < UoobAags-

d) Para cada o« > 0, si ¢1 = Mgy g2 = Aagqg (g5 > 0), con Ao < A1, g1 < g2, by < by sobre I'y
entonces Uap, N1 g; < Uabyrags-

4. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LAS SOLUCIONES CUANDO t — 400

En esta seccion, se estudia la convergencia de las soluciones de los problemas (3) para los datos fijos
be H%(Fl), q € Qy g € H alasolucién del problema (10) para igual dato b € H%(Fl), cong € Qy
g € H fijos, cuando ¢ — +o00. Aqui, por simplicidad, se denota por u«, a la Gnica solucién de la ecuacién
variacional (10) para los datos oo € QY goo € H.

Si se define F' (t) = *'||g(t) — gool|Fr, Fa(t) = | |70][*[|a(t) — gool§y con g € Hy g € Q, se prueba
el siguiente teorema.
Teorema 5 Sib € H%(Fl), q€Q geEM F € LY0,00) y F» € L0, ), entonces
- —Xot
[[tbgg () — woo[F < [1ttbgg (0) — uoo|[Fre 0" + 25555 (|| F1ll 1 (0,00) + [1F2ll21(0,00))
y por lo tanto . h'r+n Upgqg(t) = oo en H fuerte (exponencialmente).
— 100

Prueba. Se dard s6lo una idea de la prueba. Si se toma v = w(t) = upgq(t) — Uoo, €n las ecuaciones
variacionales (3) y (10) respectivamente, se obtiene (w(t),w(t)) + a(w(t),w(t)) = (L(t) — Lo, w(t)).

A .
Entonces. 4 [w(t) % + 2w < & (Ila(t) - gselif + ol lla(t) = gucly)- Si se llama F(t) =
lat6) = gl + 10l Pllt) = ae . se tene (0 e) < £ F()e". Luego, imegrando entre
0y t, se deduce |[w(t)]|%; < [[w(0)|[% et + % fg F(7)e?7dr, y la tesis se sigue. O
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