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Resumen: Se considera un problema evolutivo de conduccién del calor P con condiciones de frontera mixtas en
un dominio n-dimensional €2 con frontera regular y una familia de problemas P,, donde @ > 0 es el coeficiente
de transferencia del calor sobre una porcién de la frontera I'y. En relacion a los estados del sistema, se formulan
problemas de control éptimo simultidneos distribuido-frontera sobre la energia interna g y el flujo del calor ¢q. Se
obtiene existencia y unicidad de los controles 6ptimos, se dan las condiciones de optimalidad de primer orden en
términos del estado adjunto y se prueba convergencia fuerte de los controles 6ptimos, los estados adjuntos y estados
del sistema, cuando el coeficiente de transferencia del calor « tiende a infinito.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado €2 en R", cuya frontera regular I consiste de la unién de dos por-
ciones disjuntas I'y y 'y con med(T'1) > 0y med(I's) > 0. Se denota con med(T;) (para i = 1,2),
la medida Hausdorff (n — 1)-dimensional de I". Sea un intervalo de tiempo [0, 7], para algin 7" > 0. Se
presentan los siguientes problemas evolutivos de conduccién del calor Py P, (para cada parametro v > 0)
respectivamente, con condiciones de frontera mixtas (se indica con u(t) a u(-,t))

ou
ot

ou ou ou
at Au-g enQ _%’FI _ainh—‘?

donde u es la temperatura en 2 x (0,7"), g es la energia interna en €2, b es la temperatura sobre I'; para (1) y
la temperatura del entorno externo de I'; para (2), v, = b sobre I'1, ¢ es el flujo de calor sobre I's y o > O es
el coeficiente de transferencia de calor sobre I'1, que satisfacen las hipétesis: g € H = L?(0,T; L?(Q2)), q €

ou

—Au=g enf) u‘rlzb —%‘m

=q u(0)=uv M
= a(u —b) =q u(0) =1 (2)

Q = L%(0,T;L*(Ty)) yb € H2 (I'1). Sean ugyq y uagq 1a tnicas soluciones de los problemas parabélicos
(1) y (2), cuyas formulaciones variacionales estan dadas por

ugg — vy € L*(0,T; Vo),  ugg(0) =wy y gy € L*(0,T;Vy) 3)
tal que  (tgq(t),v) + a(ugq(t),v) = Lgy(t,v), Yv eV,

Uagg € 20, T3V, tagg(0) = vy Y tlagg € L2(0,T; V") @
tal que  (Uagq(t), v) + aa(tage(t),v) = Lagqe(t,v), Yv eV,

donde (-, -) denota la paridad entre un espacio funcional (V' 6 Vp) y su espacio dual (V' 6 Vj) y
V=H'(Q); W={veV:u, =0}; @Q=L*T); H=L*Q)
(@) = [ ohdss (anjo= [ andvi alwo) = [ VuTuds auu0) = afuv)+a [ uvdy
T2

qu(t,v) = (g9(t),v)n — (q(t)ﬂ))Q? Lagq<t v) = qu (t,v +O‘/b Judy. "
I'1

573



MACI, 7(2019) Luis R. Ceballos, Claudia M. Gariboldi, Bruno A. Roccia, (Eds.)

Por simplicidad, en lo que sigue, para X un espacio de Banach con 1 < p < oo, se denotard LP(X) en lugar
de LP(0,T; X). Asi, se considera el espacio H := L*(H), con norma ||.||3 y producto interno (g, h)y =
T T

f(g(t), h(t))mdty el espacio Q := LQ(Q), con norma ||.|| g y producto interno (¢, n)o = f(q(t), n(t))qdt.
0 0

Se formulan los siguientes problemas de control 6ptimo simultdneos distribuido-frontera sobre la energia
interna g y el flujo del calor g, [4, 5, 7]:

hallar (g,q) e H x Q talque J(g,q)= min J(g,q) (5)
geEH,qeQ
hallar  (9,.7,) € H x Q talque Ja(da,q) = min _Ja(g,9), (6)
9gEH qeQ

donde los funcionales costo J y J,, estdn dados por

1 My Mo
J(9,q) = §||qu — 2|3, + 7”9”%{ + 7“(]”2@

1 My My
To(9.0) = ltag 2B+ "L gl + 22 gl

con zg € ‘H dadoy My, My constantes positivas.

En [3], se estudiaron problemas de control 6ptimo frontera sobre el flujo de calor ¢ en problemas elipticos
mixtos y se probaron resultados de existencia, unicidad y comportamiento asint6tico de las soluciones 6pti-
mas, cuando el coeficiente de transferencia del calor tiende a infinito. Similares resultados fueron obtenidos
por los mismos autores en [4] para problemas de control 6ptimo simultaneos distribuido-frontera sobre la
energia interna g y el fllujo del calor ¢ en problemas elipticos mixtos. En [6], resultados de convergencia
fueron probados para problemas de conduccion del calor evolutivos en relacion a problemas de control 6pti-
mo sobre la energia interna g. En [1] y [2], fueron estudiados problemas de control 6ptimo sobre la fuente de
energia g y el flujo ¢ respectivamente, para inecuaciones variacionales parabdlicas de segunda clase. En el
presente trabajo, en la Seccidn 2, se estudian problemas de control 6ptimo simultdneos distribuido-frontera
para problemas evolutivos de conduccién del calor y se obtienen resultados de existencia y unicidad de los
controles Optimos y se dan las condiciones de optimalidad de primer orden en términos del estado adjunto
del sistema. En la Seccién 3 se obtienen resultados de convergencia cuando el coeficiente de transferencia
del calor tiende a infinito.

2. PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO SIMULTANEOS DISTRIBUIDO-FRONTERA
2.1. PROBLEMA P Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Se prueba existencia y unicidad del control éptimo simultdneo (g,q) para el problema (5) y se da la
condicion de optimalidad en términos del estado adjunto del sistema p-=.

Siguiendo [4, 5, 6], se define la aplicacién C : H x Q — L?(Vj) por C(g,q) = Ugq — oo donde ugg es
la solucién del problema (3) para g = 0y ¢ = 0. Mas aun, se consideran IT : (H x Q) X (H x Q) - Ry
L :H x Q — R definidas por

1((g,9), (h,n)) = (C(g,9), C(h,n))3 + Mi(g, h)n + M2(gq,n) o,

L((g,9)) = (C(9,9); 24 —uo0)n  Y(g,q), (h,n) € H x Q

y se da el siguiente resultado cuya prueba es omitida.

Lema 1 Existe un tinico control éptimo (g,q) € H x Q tal que

J(@G,3) = min J .
(9,9) i, (9:9)

574



MACI, 7(2019) Luis R. Ceballos, Claudia M. Gariboldi, Bruno A. Roccia, (Eds.)

Se define el estado adjunto p,, correspondiente al problema (3) para cada (g,q) € H x Q, como la tinica
solucidn de la ecuacién variacional

{ Pgq € LQ(VE))a pgq(T) =0 y Dpgg€ L2(V0/) tal que 7
—(Dgq(t),v) + a(pgq(t),v) = (ugq(t) — za,v)H, Vv € Vo,

y se da el siguiente resultado.

Lema 2 Si J' denota la derivada Gateaux del funcional J, entonces la condicion de optimalidad para el

problema (5) es, ¥(h,n) € H x Q
<J,(§,5)7 (]%77» = (M1§+p§? h) + (MZE — Py 77) = 0.

2.2. PROBLEMA P, Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Se prueba, para cada « > 0, la existencia y unicidad del control 6ptimo simultdneo (g,,q,) € H x Q
para el problema (6) y se da la condicion de optimalidad en términos del estado adjunto p,= = .

Lema 3 Existe un tnico control éptimo (g,,,q,,) tal que

Jo(G0s o) = min  Ju(g,9).
(Ga»Ta) o o (9,9)

Se define el estado adjunto p,4, correspondiente a (4) para cada (g, ¢) € H x Q, como la tGnica solucién de

{ pagq € LZ(V)7 poégq(T) =0 y pagq € LZ(V/) tal que

_<pagq(t)’ U> + aoa(pagq(t)av) = (uagq(t) — Zd, U)H, YveV ®)

y para cada o > 0, se obtiene una propiedad aniloga a la dada en el Lema 2.

3. CONVERGENCIA DE PROBLEMAS DE CONTROL OPTIMO SIMULTANEOS DISTRIBUIDO-
FRONTERA CUANDO o — 00

Para cada (g, ¢) fijo en H x Q se dan estimaciones en relacién al estado del sistema 44, y al estado
adjunto p,¢q, cuya prueba es omitida.

Lema 4 i) Si ugq y Uagq Son las vinicas soluciones de los problemas variacionales (3) y (4) respectivamente,
se tiene

[ttagq|lL2(vy) + [[UagqellLoe () + [[UagqllL2(v) + V(@ = D|uagg = bllL2(r2ry)) < C ©)
paratodo o > 1, donde la constante C depende sdlo de las normas ||tgq||12(vy), [|igqll L2 (v, |[Vugg|l L2y,
ugqllL2(vys [luggll ooy 19llL2 vy, Nal L2(mira(ryy) ¥ de la constante de coercividad Ay de ay.

ii) Si pgq Y Pagq SOn las unicas soluciones de los problemas variacionales (7) y (8) respectivamente, se
tiene

PagqllL2(vy) + |Pagqll Lo (1) + |[PagallL2vy + V(@ = Dl|pagqllL2(z2(ry)) < D (10)
paratodo « > 1, donde la constante D depende de A1 y de las norams.] PgallL2v) 1Pgal L2 (vr)s [V Dgal L2 (1),
|IPgqll L2 vy, [Pgqll oo iy gl L2cvrys Nall Loz gy zdllL2cmys ggll L2y, [V uggllLz ), [lugllz2 vy,
HuquLOO(H)-

Como consecuencia del anterior resultado se puede probar el teorema que se da a continuacion.
Teorema 1 Para cada (g, q) fijo en H x Q, cuando ov — oo,

i) Ungg — Ugq futerte en L2(V) N L®(H) y tiagg — Tigq fuerte en L*(V]).

ii) Pagq — Pgqfuerte en L2(V) N L®(H) y Pagq — Pgq fiterte en L*(V7).

Abhora, en el siguiente teorema se prueba la convergencia fuerte de los controles 6ptimos de los problemas
(5) y (6), los estados adjuntos y estados del sistema, cuando o — oc.
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Teorema 2 i) Siuzz yu 5.3, son los tinicos estados correspondientes a los controles dptimos si-
multdneos de los problemas (5) y (6) respectivamente, entonces (u — (u en

LA(V) x L*(V{), cuando o — oc.

0FaTor VoG, 57 U57)
ii) Sipz2y Doz 7.3, son los nicos estados adjuntos correspondientes a los controles dptimos simultdneos
. 2
de los problemas (5) y (6) respectivamente, entonces (pz 5 :Ps5.5.) — (P55.P57) en L7(V) x
L*(VY), cuando o — oo.

iii) Si(9,9)y (9., q,) son las unicas soluciones de los problemas de control dptimo simultdneos distribuido-
frontera (5) y (6) respectivamente, entonces (G,,,q,) — (g, q) en H x Q, cuando ov — oo.

Prueba. Se dard s6lo una idea de la prueba en los dos pasos siguientes.
Paso 1. De las estimaciones (9) y (10) y el hecho que J,(7,,q,) < Ja(0,0), se deduce que existen f € H,
§€Q,ueLl*V),ue L*(V]),pe L*(V)y p € L*(V{) tales que se tienen las convergencias débiles:

aéfel}-u aa_\ée Q? 4,UGLQ(‘/)’ ufl?oja AQGLQ(VH),

%ag,3,
Pag. P ELV). Doz, = b€ L2(15).

Luego, se prueba que i = ugs y p = pys. Asi, de la condicion de optimalidad para el problema (6), se

deduce que f =gy d =gy por lo tanto, uss = Usz, Pfs = Pgg» Ufs = qu ypf5 P55

Paso 2. Usando que (g,q) es el par 6ptimo y teniendo en cuenta que g, — gen Q, g, — gen Hy

Uy 5. — Uzzen L3(V), se tiene que (G, Gy, U 05.7.) (9,@ u55) en H x Q x H, cuando a — oc.
Ahora, si se toma v = Ugg 7 (t)— u::( )€ Ven (4) para u = uag 7. yse denota por zo = U,z = — Usz,
se obtiene

MlzaOIFF < (Ga(t) = i55(1), 2a(t) 1 = (@alt), 2a(t))q — aluzz(t), za(1)).

Integrando entre 0 y 7'y teniendo en cuenta que z, — Oen L?(V),q, — gen Qy g, — g en H se tiene
que 2, — 0 en L2(V). Ademds, de (3) y (4) se deduce que existe una constante £ > 0 tal que

12allZ2qy) < BlllzallZ2w) + 8o = 31l + 117 - Tald):

Puesto que g, — gen Q, 9, — genH y u,z 5 — uggen L*(V), se puede decir que 2, — 0 en L*(V),

__ __ 2
esto es U,z z — Uszen L (V§), cuando ov — oo.

De manera similar, se prueba que (p,z = P35 7z ) = (P55, P57) en L*(V)) x L*(V{), cuando @ — oo.

q
O
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