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DISTRIBUIDO-FRONTERA EN PROBLEMAS PARABÓLICOS
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Resumen: Se considera un problema evolutivo de conducción del calor P con condiciones de frontera mixtas en
un dominio n-dimensional Ω con frontera regular y una familia de problemas Pα, donde α > 0 es el coeficiente
de transferencia del calor sobre una porción de la frontera Γ1. En relación a los estados del sistema, se formulan
problemas de control óptimo simultáneos distribuido-frontera sobre la energı́a interna g y el flujo del calor q. Se
obtiene existencia y unicidad de los controles óptimos, se dan las condiciones de optimalidad de primer orden en
términos del estado adjunto y se prueba convergencia fuerte de los controles óptimos, los estados adjuntos y estados
del sistema, cuando el coeficiente de transferencia del calor α tiende a infinito.

Palabras clave: Ecuaciones variacionales parabólicas, Control óptimo simultáneo, Existencia y unicidad, Condicio-
nes de optimalidad. Comportamiento asintótico.
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1. INTRODUCCIÓN

Se considera un dominio acotado Ω en Rn, cuya frontera regular Γ consiste de la unión de dos por-
ciones disjuntas Γ1 y Γ2 con med(Γ1) > 0 y med(Γ2) > 0. Se denota con med(Γi) (para i = 1, 2),
la medida Hausdorff (n − 1)-dimensional de Γ. Sea un intervalo de tiempo [0, T ], para algún T > 0. Se
presentan los siguientes problemas evolutivos de conducción del calor P y Pα (para cada parámetro α > 0)
respectivamente, con condiciones de frontera mixtas (se indica con u(t) a u(·, t))

∂u

∂t
−∆u = g en Ω u

∣∣
Γ1

= b − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q u(0) = vb (1)

∂u

∂t
−∆u = g en Ω − ∂u

∂n

∣∣
Γ1

= α(u− b) − ∂u

∂n

∣∣
Γ2

= q u(0) = vb (2)

donde u es la temperatura en Ω× (0, T ), g es la energı́a interna en Ω, b es la temperatura sobre Γ1 para (1) y
la temperatura del entorno externo de Γ1 para (2), vb = b sobre Γ1, q es el flujo de calor sobre Γ2 y α > 0 es
el coeficiente de transferencia de calor sobre Γ1, que satisfacen las hipótesis: g ∈ H = L2(0, T ;L2(Ω)), q ∈
Q = L2(0, T ;L2(Γ2)) y b ∈ H

1
2 (Γ1). Sean ugq y uαgq la únicas soluciones de los problemas parabólicos

(1) y (2), cuyas formulaciones variacionales están dadas por{
ugq − vb ∈ L2(0, T ;V0), ugq(0) = vb y u̇gq ∈ L2(0, T ;V ′

0)
tal que ⟨u̇gq(t), v⟩+ a(ugq(t), v) = Lgq(t, v), ∀v ∈ V0,

(3)

{
uαgq ∈ L2(0, T ;V ), uαgq(0) = vb y u̇αgq ∈ L2(0, T ;V ′)
tal que ⟨u̇αgq(t), v⟩+ aα(uαgq(t), v) = Lαgq(t, v), ∀v ∈ V,

(4)

donde ⟨·, ·⟩ denota la paridad entre un espacio funcional (V ó V0) y su espacio dual (V ′ ó V ′
0) y

V = H1(Ω) ; V0 = {v ∈ V : v
∣∣
Γ1

= 0} ; Q = L2(Γ2); H = L2(Ω)

(g, h)H =

∫
Ω
gh dx; (q, η)Q =

∫
Γ2

qη dγ; a(u, v) =

∫
Ω
∇u∇vdx; aα(u, v) = a(u, v)+α

∫
Γ1

uvdγ

Lgq(t, v) = (g(t), v)H − (q(t), v)Q; Lαgq(t, v) = Lgq(t, v) + α

∫
Γ1

b(t)vdγ.
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Por simplicidad, en lo que sigue, paraX un espacio de Banach con 1 ≤ p ≤ ∞, se denotará Lp(X) en lugar
de Lp(0, T ;X). Ası́, se considera el espacio H := L2(H), con norma ||.||H y producto interno (g, h)H =
T∫
0

(g(t), h(t))Hdt y el espacio Q := L2(Q), con norma ||.||Q y producto interno (q, η)Q =
T∫
0

(q(t), η(t))Qdt.

Se formulan los siguientes problemas de control óptimo simultáneos distribuido-frontera sobre la energı́a
interna g y el flujo del calor q, [4, 5, 7]:

hallar (g, q) ∈ H ×Q tal que J(g, q) = mı́n
g∈H,q∈Q

J(g, q) (5)

hallar (gα, qα) ∈ H ×Q tal que Jα(gα, qα) = mı́n
g∈H,q∈Q

Jα(g, q), (6)

donde los funcionales costo J y Jα están dados por

J(g, q) :=
1

2
||ugq − zd||2H +

M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q

Jα(g, q) :=
1

2
||uαgq − zd||2H +

M1

2
||g||2H +

M2

2
||q||2Q,

con zd ∈ H dado y M1, M2 constantes positivas.
En [3], se estudiaron problemas de control óptimo frontera sobre el flujo de calor q en problemas elı́pticos

mixtos y se probaron resultados de existencia, unicidad y comportamiento asintótico de las soluciones ópti-
mas, cuando el coeficiente de transferencia del calor tiende a infinito. Similares resultados fueron obtenidos
por los mismos autores en [4] para problemas de control óptimo simultáneos distribuido-frontera sobre la
energı́a interna g y el fllujo del calor q en problemas elı́pticos mixtos. En [6], resultados de convergencia
fueron probados para problemas de conducción del calor evolutivos en relación a problemas de control ópti-
mo sobre la energı́a interna g. En [1] y [2], fueron estudiados problemas de control óptimo sobre la fuente de
energı́a g y el flujo q respectivamente, para inecuaciones variacionales parabólicas de segunda clase. En el
presente trabajo, en la Sección 2, se estudian problemas de control óptimo simultáneos distribuido-frontera
para problemas evolutivos de conducción del calor y se obtienen resultados de existencia y unicidad de los
controles óptimos y se dan las condiciones de optimalidad de primer orden en términos del estado adjunto
del sistema. En la Sección 3 se obtienen resultados de convergencia cuando el coeficiente de transferencia
del calor tiende a infinito.

2. PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO SIMULTÁNEOS DISTRIBUIDO-FRONTERA

2.1. PROBLEMA P Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL ÓPTIMO

Se prueba existencia y unicidad del control óptimo simultáneo (g, q) para el problema (5) y se da la
condición de optimalidad en términos del estado adjunto del sistema pg q.

Siguiendo [4, 5, 6], se define la aplicación C : H×Q → L2(V0) por C(g, q) = ugq − u00 donde u00 es
la solución del problema (3) para g = 0 y q = 0. Más aún, se consideran Π : (H×Q) × (H×Q) → R y
L : H×Q → R definidas por

Π((g, q), (h, η)) = (C(g, q), C(h, η))H +M1(g, h)H +M2(q, η)Q,

L((g, q)) = (C(g, q), zd − u00)H ∀(g, q), (h, η) ∈ H ×Q

y se da el siguiente resultado cuya prueba es omitida.

Lema 1 Existe un único control óptimo (g, q) ∈ H ×Q tal que

J(g, q) = mı́n
g∈H,q∈Q

J(g, q).

MACI, 7(2019) Luis R. Ceballos, Claudia M. Gariboldi, Bruno A. Roccia,  (Eds.)

574



Se define el estado adjunto pgq correspondiente al problema (3) para cada (g, q) ∈ H × Q, como la única
solución de la ecuación variacional{

pgq ∈ L2(V0), pgq(T ) = 0 y ṗgq ∈ L2(V ′
0) tal que

−⟨ṗgq(t), v⟩+ a(pgq(t), v) = (ugq(t)− zd, v)H , ∀v ∈ V0,
(7)

y se da el siguiente resultado.

Lema 2 Si J ′ denota la derivada Gâteaux del funcional J , entonces la condición de optimalidad para el
problema (5) es, ∀(h, η) ∈ H ×Q

⟨J ′(g, q), (h, η)⟩ = (M1g + pg q, h) + (M2q − pg q, η) = 0.

2.2. PROBLEMA Pα Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL ÓPTIMO

Se prueba, para cada α > 0, la existencia y unicidad del control óptimo simultáneo (gα, qα) ∈ H × Q
para el problema (6) y se da la condición de optimalidad en términos del estado adjunto pαgαqα .

Lema 3 Existe un único control óptimo (gα, qα) tal que

Jα(gα, qα) = mı́n
(g,q)∈H×Q

Jα(g, q).

Se define el estado adjunto pαgq correspondiente a (4) para cada (g, q) ∈ H×Q, como la única solución de{
pαgq ∈ L2(V ), pαgq(T ) = 0 y ṗαgq ∈ L2(V ′) tal que
−⟨ṗαgq(t), v⟩+ aα(pαgq(t), v) = (uαgq(t)− zd, v)H , ∀v ∈ V

(8)

y para cada α > 0, se obtiene una propiedad análoga a la dada en el Lema 2.

3. CONVERGENCIA DE PROBLEMAS DE CONTROL ÓPTIMO SIMULTÁNEOS DISTRIBUIDO-
FRONTERA CUANDO α → ∞

Para cada (g, q) fijo en H × Q se dan estimaciones en relación al estado del sistema uαgq y al estado
adjunto pαgq, cuya prueba es omitida.

Lema 4 i) Si ugq y uαgq son las únicas soluciones de los problemas variacionales (3) y (4) respectivamente,
se tiene

||u̇αgq||L2(V ′
0 )

+ ||uαgq||L∞(H) + ||uαgq||L2(V ) +
√
(α− 1)||uαgq − b||L2(L2(Γ1)) ≤ C (9)

para todoα > 1, donde la constanteC depende sólo de las normas ||u̇gq||L2(V ′
0)

, ||u̇gq||L2(V ′), ||∇ugq||L2(H),
||ugq||L2(V ), ||ugq||L∞(H), ||g||L2(V ′), ||q||L2(H1/2(Γ2))

y de la constante de coercividad λ1 de a1.
ii) Si pgq y pαgq son las únicas soluciones de los problemas variacionales (7) y (8) respectivamente, se

tiene
||ṗαgq||L2(V ′

0)
+ ||pαgq||L∞(H) + ||pαgq||L2(V ) +

√
(α− 1)||pαgq||L2(L2(Γ1)) ≤ D (10)

para todoα > 1, donde la constanteD depende de λ1 y de las norams ||ṗgq||L2(V ′
0)

,||ṗgq||L2(V ′), ||∇pgq||L2(H),
||pgq||L2(V ), ||pgq||L∞(H), ||g||L2(V ′), ||q||L2(H1/2(Γ2))

, ||zd||L2(H), ||u̇gq||L2(V ′), ||∇ugq||L2(H), ||uq||L2(V ),
||ugq||L∞(H).

Como consecuencia del anterior resultado se puede probar el teorema que se da a continuación.

Teorema 1 Para cada (g, q) fijo en H×Q, cuando α→ ∞,

i) uαgq → ugq fuerte en L2(V ) ∩ L∞(H) y u̇αgq → u̇gq fuerte en L2(V ′
0).

ii) pαgq → pgq fuerte en L2(V ) ∩ L∞(H) y ṗαgq → ṗgq fuerte en L2(V ′
0).

Ahora, en el siguiente teorema se prueba la convergencia fuerte de los controles óptimos de los problemas
(5) y (6), los estados adjuntos y estados del sistema, cuando α→ ∞.
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Teorema 2 i) Si ug q y uαgαqα son los únicos estados correspondientes a los controles óptimos si-
multáneos de los problemas (5) y (6) respectivamente, entonces (uαgαqα , u̇αgαqα) → (ug q, u̇g q) en
L2(V )× L2(V ′

0), cuando α→ ∞.

ii) Si pg q y pαgαqα son los únicos estados adjuntos correspondientes a los controles óptimos simultáneos
de los problemas (5) y (6) respectivamente, entonces (pαgαqα , ṗαgαqα) → (pg q, ṗg q) en L2(V ) ×
L2(V ′

0), cuando α→ ∞.

iii) Si (g, q) y (gα, qα) son las únicas soluciones de los problemas de control óptimo simultáneos distribuido-
frontera (5) y (6) respectivamente, entonces (gα, qα) → (g, q) en H×Q, cuando α→ ∞.

Prueba. Se dará sólo una idea de la prueba en los dos pasos siguientes.
Paso 1. De las estimaciones (9) y (10) y el hecho que Jα(gα, qα) ≤ Jα(0, 0), se deduce que existen f ∈ H,
δ ∈ Q, µ ∈ L2(V ), µ̇ ∈ L2(V ′

0), ρ ∈ L2(V ) y ρ̇ ∈ L2(V ′
0) tales que se tienen las convergencias débiles:

gα ⇀ f ∈ H, qα ⇀ δ ∈ Q, uαgαqα ⇀ µ ∈ L2(V ), u̇αgαqα ⇀ µ̇ ∈ L2(V ′
0),

pαgαqα ⇀ ρ ∈ L2(V ), ṗαgαqα ⇀ ρ̇ ∈ L2(V ′
0).

Luego, se prueba que µ = ufδ y ρ = pfδ. Ası́, de la condición de optimalidad para el problema (6), se
deduce que f = g y δ = q y por lo tanto, ufδ = ug q, pfδ = pg q, u̇fδ = u̇g q y ṗfδ = ṗg q.
Paso 2. Usando que (g, q) es el par óptimo y teniendo en cuenta que qα ⇀ q en Q, gα ⇀ g en H y
uαgαgα ⇀ ug g en L2(V ), se tiene que (gα, qα, uαgαqα) → (g, q, ug q) en H×Q×H, cuando α→ ∞.
Ahora, si se toma v = uαgαqα(t)−ug q(t) ∈ V en (4) para u = uαgαqα y se denota por zα = uαgαqα −ug q,
se obtiene

λ1||zα(t)||2V ≤ (gα(t)− u̇g q(t), zα(t))H − (qα(t), zα(t))Q − a(ug q(t), zα(t)).

Integrando entre 0 y T y teniendo en cuenta que zα ⇀ 0 en L2(V ), qα → q en Q y gα → g en H se tiene
que zα → 0 en L2(V ). Además, de (3) y (4) se deduce que existe una constante E > 0 tal que

||żα||2L2(V ′
0)

≤ E(||zα||2L2(V ) + ||gα − g||2H + ||q − qα||2Q).

Puesto que qα → q en Q, gα → g en H y uαgαqα → ug q en L2(V ), se puede decir que żα → 0 en L2(V ′
0),

esto es u̇αgαqα → u̇g q en L2(V ′
0), cuando α→ ∞.

De manera similar, se prueba que (pαgαqα , ṗαgαqα) → (pg q, ṗg q) en L2(V )× L2(V ′
0), cuando α→ ∞.
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