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Resumen: Se considera un problema evolutivo P de conduccion del calor con condiciones de frontera mixtas en
un dominio n-dimensional 2 con frontera regular y una familia de problemas P,, donde o > 0 es el coeficiente de
transferencia del calor en una porcién de la frontera I'; . En relacién a estos sistemas de estado, se formulan problemas
de control 6ptimo frontera sobre el flujo de calor g definido en una porcién I'; de la frontera de 2. Se prueban
resultados de existencia y unicidad de los controles 6ptimos y se dan las correspondientes condiciones de optimalidad
de primer orden en términos del estado adjunto del sistema.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado €2 en R"”, cuya frontera regular I' consiste de la unién de dos por-
ciones disjuntas I'; y I'y con med(I'y) > 0y med(I's) > 0. Se denota con med(T';) (para i = 1,2),
la medida Hausdorff (n — 1)-dimensional de I'. Sea un intervalo de tiempo [0, T'], para algin 7" > 0. Se
presentan los siguientes problemas evolutivos de conduccién del calor Py P, (para cada parametro ov > 0)
respectivamente, con condiciones de frontera mixtas (se indica con u(t) a u(-,t)):

ou
— —Au=g en{) u‘rlzb —%‘Fzzq u(0) = vy (1

0
‘F1 = a(u —b) Y= u(0) = vy 2)

~on ~ gnlr. = ¢

donde u es la temperatura en §2 x (0,7), g es la energia interna en €2, b es la temperatura sobre I'; para (1)
y la temperatura del entorno externo de I'; para (2), v, = b sobre I'1, g es el flujo de calor sobre 'y y & > 0
es el coeficiente de transferencia de calor sobre I'y, que satisfacen las hipétesis: g € H = L%(0,T; L%(Q)),
g€ Q=1IL20,T;L*Ty) yb € B = L*0,T; H2(T1)). Sean ug y ugq las tnicas soluciones de los
problemas parabdlicos (1) and (2), cuyas formulaciones variacionales estan dadas por:

ug —vp € L*(0,T5Vp),  ug(0) =wvp y 1 € L2(0,T; V() 3)
tal que  (1q(t),v) + a(uq(t),v) = Ly(t,v), Yv eV,
Uge — vy € L2(0,T; V), Uga(0) =vp Yy tUga € L*(0,T;V") @
tal que  (iga(t),v) + aa(uga(t),v) = Lga(t,v), Vv eV,

donde (-, -) denota la paridad entre un espacio funcional (V' 6 Vp) y su espacio dual (V' 6 Vj) y
Vi.=HYQ); Vo={veV: U‘Fl =0}; Q:=L*Ty); H:=1L*Q)
(9,h)g = / ghdz;  (g¢,m)g = / qndy;  a(u,v) = / VuVudz;  aq(u,v) = a(u,v)—l—a/uvd’y
Q Ty Q

Lo(t0) = (9(t), )5 — (@), 0)0;  Laa(t,v) i= Lot v) +a / btydy.
I
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Sobre el espacio H := L?(0,T; L?(£2)), con norma ||.|| y producto interno (g, h)y = [(g(t), h(t))gdt

oy

T

y el espacio @ := L?(0,T; L*(I'3)), con norma ||.||o y producto interno (q,n)o = [(q(t),n(t))qdt, se
0

consideran los funcionales costo no negativos J : Q—>Rg yJdo: Q—>Rg definidos por las expresiones:

1

M
2 2
= 5 luga — 24l + 5 llaly

1 2 M o
J@) =5 llug = 2dllyy + 5 llalley  Jald)
donde z4 € L?(0,T; L?(f2)) estd dado y M es una constante positiva.
En relacidn a estos sistemas de estado, se formulan los siguientes problemas de control éptimo frontera
sobre el flujo del calor g, [6]:

hallar ¢, € @ talque J(qop) = ml’él J(q), (5)
q€
hallar  ¢qo,, € @ talque Jo(Ga,,) = mfg Ja(q). 6)
q€

En [3], se estudiaron problemas de control 6ptimo frontera sobre el flujo de calor ¢ en problemas elipticos
mixtos y se obtuvieron resultados de existencia, unicidad y comportamiento asintético de las soluciones
Optimas, cuando el coeficiente de transferencia del calor tiende a infinito. En [5], se probaron resultados
similares para problemas evolutivos de conduccion del calor en relacién a problemas de control éptimo
distribuido sobre la fuente de energia g. En [1] y [2], se estudiaron problemas de control sobre la fuente g
y el flujo ¢ respectivamente, para inecuaciones variacionales parabdlicas de segunda clase. En el presente
trabajo, en la Seccion 2, se obtienen resultados de existencia y unicidad del control 6ptimo g, para el
problema (5) y se da la condicién de optimalidad de primer orden en términos del estado adjunto p,,,, del
sistema. En la Seccién 3, para cada o > 0, se obtienen resultados similares para el problema (6).

2. PROBLEMA P Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO FRONTERA

En esta seccion se prueba que el funcional J es estrictamente convexo y Gateaux diferenciable en Q.
También se muestra la existencia y unicidad de los controles 6ptimos frontera g, para el problema (5) y se
da la condicion de optimalidad en términos del estado adjunto del sistema py,,. Para esto, siguiendo [4, 5],
se define la aplicacién C : Q — L2(0,T}; V) tal que C(q) = u, — uo, donde ug es la solucién del problema
variacional (3) para ¢ = 0. Ademads, se consideran II : @ x Q@ - Ry £ : Q@ — R definidos por las
siguientes expresiones:

(g,n) = (C(q), Cm)u+M(g,n)o VaneQ y  L(g)=(Cq),za—uo)n YgeQ

y se prueba el siguiente resultado.

Lemal i) C es una aplicacion lineal y continua.
ii) 11 es una forma bilineal, continua, simétrica y coerciva en Q, esto es, 11(q,q) > M||q||% Vq € Q.
iii) L es lineal y continua en Q.
iv) J se puede escribir como J(q) = 31(q,q) — L(q) + ||luo — 243, Vq € Q.

v) J es un funcional estrictamente convexo sobre Q, esto es, Vqi,q2 € Q, Vt € [0, 1]

Mt(1 —t)

9 ||Q2 _CI1||QQ'

(1=1)J(g2) +tJ(q1) = J((1 = t)q2 + tqn) >

vi) Existe un tinico control optimo qop, € Q tal que J(qop) = ml’g J(q).
q€
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Prueba.

(i)-(iii) Siguiendo [5], se tiene que C' : L%(0,T;L?*(T'5)) — {v € L*(0,T;Vy) N L¥(0,T;H) : © €
L?(0,T;V{)} es un operador continuo. Luego, la forma bilineal 7 es simétrica, continua y coerciva
sobre Q x Q 'y el operador L es lineal y continuo en Q.

(iv) Resulta de la definiciénde J, 7y L.
(v) Es suficiente probar que Vq1,q2 € Q, Vt € [0, 1]

(1—t)J(qg2) +tJ(q1) — J(1 = t)qo + tq1) = t(1—t)

(g, = ug, |3 + Mllaz — a1l[g] -

(vi) Se sigue de [4], teniendo en cuenta (i)-(V).

O
A continuacion, se define el estado adjunto p, correspondiente a (1) para cada ¢ € Q, como la tinica
solucidn del siguiente problema parabdlico mixto

_ Opy

——— — Apy = uqg — 24 en Q pq‘n:O n

Ir, =0 p(T) =0,
cuya formulacién variacional estd dada por

{ pq € L*(0,T; V), p(T)=0 'y pg € L*0,T;V])
tal que  — <pq(t),v> + a(pq(t)a U) = (uq(t) - Zdvv)Ha Vo € ‘/07

y se enuncian las siguientes propiedades del funcional J.

Lema 2 i) El estado adjunto p, satisface, Vq,n € Q,

T q
(C(n),uq — 2d)u = —/0 %(Pq(t)uc(n)(t))Hdt — (n,pq) Q-

ii) El funcional J es diferenciable Gateaux y J' viene dado por
(J'(9),n = a) = (uy — ug,ug — za)u + M(q,n — q)o = (g, n —q) = L(n —q), Vg.n€ Q.

iii) La derivada Gdteaux de J puede escribirse como J'(q) = Mq —py, Vg € Q.
iv) La condicion de optimalidad para el problema (5) estd dada por M qop — pq,, = 0 en Q.

3. PROBLEMA P, Y SU CORRESPONDIENTE PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO FRONTERA

Al igual que en la seccién anterior, en lo que sigue se muestra que el funcional J, es estrictamente
convexo y diferenciable Gateaux en Q. Ademads, para cada o > 0, se prueba la existencia y unicidad de los
controles 6ptimos frontera q,,, para el problema (6) y se da la condicién de optimalidad en términos del
estado adjunto Pga,,a- Paraesto, se define la aplicacién C,, : Q — L2(0,T;V) tal que C,(q) = Uga — U0a,
donde wg,, es la solucion del problema variacional (4) para ¢ = 0. Se consideran I, : Q@ x Q — Ry
Ly : Q@ — R definidos por

a(g,n) = (Cala), Cam)n + M(q,m)o Van€ Qi Lalg) = (Calq), 2a — toa)n Vg€ Q
y de manera andloga al Lema 1, se tiene el siguiente resultado.
Lema 3 i) C, es una aplicacion lineal y continua.

ii) 11, es una forma bilineal, continua, simétricay coerciva en Q, esto es, 11,(q,q) > M]||q| |2Q Vg € Q.
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iii) Ly es lineal y continua en Q.
iv) Jo se puede escribir como Jo(q) = 311a(q,q) — Lalq) + 4||uoa — zall3, Vq € Q.
v) Jo es un funcional estrictamente convexo sobre Q, esto es, Yq1,q2 € Q, Vt € [0, 1]

(1~ Jaa2) + (1) — Jal(1 = )z +10) > T8 =D g, gy 2

vi) Existe un tinico control dptimo qq,,, € Q tal que Jo(qa,,) = miél Ja(q).
q€

Se define el estado adjunto p,, correspondiente a (2) para cada ¢ € Q, como la tinica solucién de

apqa apqa
ot — Apga = Uga — 24 en ) ~ on ‘Fl = QPga

OPga
on

Ir, =0 Pa(T) =0

cuya formulacién variacional est4 dada por

{ Pga € L*(0,T5V), Pa(T) =0 'y Pga € L*(0,T;V")
tal que  — (Pga(t),v) + aa(Pga(t),v) = (uga(t) — za, V), Yv eV

y para cada a > 0, se obtienen propiedades analogas a las consideradas en el Lema 2.
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