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Resumen: Se considera un problema de Lamé-Clapeyron-Stefan a una fase, para un material semi-infinito, donde el
calor latente de fusion estd definido como una potencia de la posicién y donde se impone una condicién convectiva
en el borde fijo del material x = 0. Se obtiene, utilizando las funciones de Kummer, una solucién explicita del tipo
de similaridad, probando a la vez su unicidad. Ademads se estudia el comportamiento limite de la solucién de dicho
problema cuando el coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el borde fijo tiende a infinito.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de transferencia de calor con cambio de fase como lo son la solidificacion y la fusién,
constituyen un campo de estudio que tiene lugar en diversas dreas de aplicacién (procesos industriales,
tecnolégicos, etc...). Los problemas de Stefan pueden formularse como modelos que representan procesos
térmicos de transiciones de fase, donde dichas transiciones se caracterizan por la difusién del calor y por un
intercambio de calor latente. Debido a su importancia, dichos problemas han sido ampliamente estudiados y
analizados ([1]-[2],[8],[12]). En [11] se presenta una extensa bibliografia sobre problemas de frontera libre
para la ecuacién calor-difusién.

En la formulacién clasica del problema de Stefan, se establecen ciertos supuestos sobre los factores
fisicos involucrados en el proceso de cambio de fase con el fin de simplificar la descripcién del modelo. Una
de estas hipétesis, es considerar al calor latente constante. Si bien esta consideracién es razonable, podria
plantearse un modelo con calor latente variable cuyos fundamentos fisicos se encuentran en problemas
relacionados con el movimiento de las costas maritimas [14], la deformacidén de un delta oceanico [3] o el
enfriamiento de un cuerpo magmatico [5].

En 1970, Primicerio [6] encontrd condiciones suficientes para la existencia y unicidad de solucion de
un problema de Stefan a una fase, considerando al calor latente como una funcién general de la posicién.
Voller y otros [14] en 2004 calculd la solucién exacta del problema a una fase considerando al calor latente
como una funcién lineal de la posicién. Por un lado Salva y Tarzia [9] extendieron el trabajo de Voller,
considerando el problema de Stefan a dos fases. Por otro lado, Zhou y otros en [15] generalizaron [14]
considerando un problema de Stefan a una fase, con calor latente definido como una potencia con exponente
entero de la posicién. Recientemente Zhou y Xia [16] trabajaron con este dltimo problema, asumiendo un
exponente real no negativo. Presentaron la solucién explicita para dos problemas diferentes definidos segiin
la condicién de frontera considerada: temperatura y flujo. Otro tipo de soluciones explicitas para procesos
de cambio de fase pueden encontrarse en [7], [10] y [12].

Motivados por [13] y [16] se analizard la existencia y unicidad de solucion del siguiente problema de
Stefan a una fase, considerando un material homogéneo semi-infinito, con un calor latente definido como
una funcién potencia de la posicién y con una condicién convectiva en el borde fijo z = 0:
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Problema (P1): Hallar la temperatura W(x, ¢) y la frontera libre s(¢) de manera que:

Uy(x,t) = DUy, t), 0<z<s(t), t>0, (1)
s(0)=0,  U(s(t),t)=0, t>0, 2)
kW, (0,8) = hot ™2 | W(0, 1) — Thot®/? t>0, (3)
kW, (s(t),t) = —ys*(t)s$(t), t>0, 4)

donde W es la temperatura, s(t) representa la interfase, D es el coeficiente de difusividad térmica, k es la
conductividad térmica y yx® es el calor latente por unidad de volumen. Se supone que la temperatura de
cambio de fase es cero. La condicién (3) representa la condicién convectiva en el borde fijo. T, caracteriza
la temperatura a una gran distancia del borde fijo x = 0y hg representa el coeficiente que caracteriza la
transferencia de calor en la frontera fija. Se asume v > 0,hg > 0y Tt > 0, lo que corresponde a trabajar
con el caso de fusién. En el caso de solidificacién debe suponerse: hg > 0,7 < 0y T < 0.

2. SOLUCION EXPLICITA

Lema 1

1. SeaV(x,t) = /2 ,conn = _r entonces ¥V = VY (x,t) es solucion de la ecuacion del calor
(z,t) J(n), conn = o Nl (z,t)

Uy (z,t) = DWyy(x,t), cond > 0siysolosi f = f(n) satisface la siguiente ecuacion diferencial

ordinaria: )
d°f daf
— 2n—(n) — 2 = 0. 5
a0 () +2n a (n) —2af(n) ®)
2. Introduciendo una nueva variable z = —n2, la ecuacion (5) se transforma en la conocida ecuacion
de Kummer: )
d“ f 1 df «
zﬁ(z)—i- (2—,2) a(z)—kaf(z)zo. (6)
cuya solucion general estd dada por:
— 1 - 1
f(Z) :cllM (_(;7272> +621U <_(;727Z> . (7)

donde ¢11 y Ca1 son constantes arbitrarias y M(a,b,z) y U(a,b, z) son las funciones de Kummer
definidas de la siguiente manera:

M(a,b,z) = Z (Ej)l); 2%, donde b no puede ser un entero no positivo, ®)
s=0 s
Ulah2) = —E=9 arp 4 B0 mbpr 1,00 2) ©)
a, b, “Ta—b+1) a,b, z T'(a) z a ) ,2).

siendo (a)s el simbolo de Pochhammer, dado por:
(a)s=ala+1)(a+2)...(a+s—1), (a)o = 1. (10)
Nota 1 Todas las propiedades de las funciones de Kummer se pueden encontrar en [4].

Nota 2 Teniendo en cuenta (9), la solucion general de (6) se puede reescribir de la siguiente manera:

1 1
f(z) =cuM <—3, 2,Z> +en2PM <—3 + 9 2775) ’ (1)

donde c11 y co1 son constantes no necesariamente reales.
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El resultado principal estd dado en el siguiente teorema, el cual asegura la existencia y unicidad de
solucidn para el problema (P1), proporcionando ademads la solucidn explicita.

Teorema 1 Existe una tinica solucién de tipo de similaridad para el problema (1)-(4) dada por:

1 a 13
W(z,t) =2 ey M (=S, = —p? M(-2 22 2 12
(l‘,t) 13 |:Cll ( 279’ n + c21m 2 +2>27 n ( )
s(t) = 2vv Dt (13)
x
donde n = ——=y las constantes c11 y co1 se definen como:
n 2\/D—ty 11y C21 ofi
a 13 a 1
—vM(—=+=,=, -1 —2hoV DTy oM [ —=, =, —1/?
v ( 2 —"_ 27 27 v 0\/7 o0 ( 2727 v
C11 = o 1 €21, C21 = o 1 o 13 .
M(——=, =, -2 M| ——=, =, -2 2V DhovM | ——= + =, =, —1v2
(52) e (53 ) vt (5550
(14)
El coeficiente adimensional v se obtiene como la tinica solucion de la siguiente ecuacion:
hoTeo _ oatl
donde la funcion fi estd definida por:
1
(16)

hile) = 11 VDh 3 '
@, L1 oo 0 @ o 0
[M(2+2,2,x>+2 - :cM<2+1,2,x>]

3. COMPORTAMIENTO LIMITE

En esta seccion se analiza el comportamiento limite del problema (P1) cuando el coeficiente hy que
caracteriza la transferencia de calor en el borde fijo x = 0 tiende a infinito. Dado que la temperatura
y la frontera libre, solucién del problema (P1), dependen de hg, se considerard Wy (z,t) = V(z,t) y
She (t) := s(t) definidos por las ecuaciones (12)-(13), donde c1; = c11(ho), 21 = ¢c21(ho), y v = vp, es la
Unica solucién de la siguiente ecuacion:

hoToo

Wﬁ(“’ ho) =2+, z > 0. (17)

con fi(x, hg) definida por el lado derecho de la ecuacion (16).
Por otro lado, se define un nuevo problema (P4):
Problem (P4): Hallar la temperatura ¥, (x, t) y la frontera libre s (t) que satisfacen:

Voot (x,t) = DV (2, 1), 0<z<s(t), t>0, (18)
500(0) =0,  Wao(seolt),t) =0, t>0, (19)
Woo(0,8) = Toot™? >0, (20)
EW oo (Soo(t), t) = —vs5 (1) 00 (t), t>0, (21

Como se puede observar este problema corresponde a un problema de Stefan con condicién de temperatura
en el borde fijo z = 0. Luego, la solucién, de acuerdo a [16] viene dada por:

_ o2 el 5 o, 13 5
lIloo(xyt) t |:CllooM < 2 y 27 n ) + 0210077M < 9 + 27 27 n ; (22)
So0(t) = 2ue0V Dt, (23)

366



VI MACI 2017 - Sexto Congreso de Matematica Aplicada, Computacional e Industrial
2 al 5 de mayo de 2017 — Comodoro Rivadavia, Chubut, Argentina

T
donde n = —— y las constantes c11, Y 214 €stdn dadas por:

2v Dt
a 1
_TOOIM <_27 57 _Vgo>

Clioo = Toos C2lo0 = (24)
Y Q n 13 9
1% —— 4=, =, -V
0 2 2 9 2 ) [e'e)
y el parametro v, es la tinica solucion de la siguiente ecuacién:
mb(m) =zt 2 >0 (25)
donde: 1
fa(z) = 3 . (26)
M (241,222
2 127
Ahora, se estd en condiciones de establecer el siguiente resultado de convergencia:
Teorema 2 El problema (P1) converge puntualmente al problema (P4), en el sentido de:
Jmom = e
pol s (t) = seo(t),  VE>0 27)
lim V. (z,t) = VYs(z,t), Vt>0,z>0.
ho—+00
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