Matematica Aplicada, Computacional e Industrial

MACI

Vol. 8
2021

Trabajos presentados al VilIl MACI 2021
Proceedings of ViIl MACI 2021
La Plata, 3 al 7 de mayo de 2021

dSd
maC

COMPUTACIONAL E INDUSTRIAL



MACI Vol. 8 (2021) M.L. Schuverdt, N.L. Kudraszow, R.P. Vignau, M.D. Sanchez (Eds.)

CONTROL OPTIMO PARA UNA INECUACION CUASIVARIACIONAL
DIFERENCIAL

Julieta Bollati’¥, M. Sofonea* y Doming A. Tarziaf?

TDepto. Matemdtica, FCE, Universidad Austral, Paraguay 1950, S2000FZF Rosario, Argentina,
YCONICET, Argentina, jbollati@austral.edu.ar, dtarzia@austral.edu.ar
* Département de Mathématiques, Université de Perpignan Via Domitia, 52 Avenue Paul Alduy, 66860 Perpignan,
France, sofonea@univ-perp.fr

Resumen: Se plantea una inecuacion cuasivariacional diferencial en la cual se acopla una inecuacién cuasivariacional
con una ecuacién diferencial. Se prueba la dependencia continua de dicha inecuacién respecto a los datos. El resultado
de convergencia que se obtiene permite probar la existencia de al menos un par éptimo continuo asociado al problema
de control.
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1. INTRODUCCION

La teoria de inecuaciones variacionales juega un rol muy importante en la mecénica y la fisica ya que una
gran cantidad de problemas nos conducen al estudio de inecuaciones variacionales elipticas o parabdlicas.
Algunos ejemplos son los problemas de frontera libre relacionados a los fluidos en medios porosos, procesos
de cambio de fase para el problema de Stefan a una fase [3] y a dos fases [14].

Muchas inecuaciones variacionales surgen del estudio de modelos matematicos en mecanica del contacto
[4, 10, 12] de donde se desprenden distintos problemas de control optimal [2, 15].

Una inecuacién variacional diferencial representa un sistema que acopla una ecuacién diferencial con
una inecuacién variacional o cuasivariacional. Este término fue utilizado por primera vez en [1]. Algunos
trabajos donde se pueden encontrar resultados de existencia, unicidad y convergencia son [5, 6, 8, 9], en
algunos de los cuales se hace referencia a distintas aplicaciones en la mecénica del contacto.

2. PRELIMINARES

Sea I un intervalo de tiempo (acotado o no acotado), i.e., I = [0,7]conT > 00 I = Ry = [0, +00).
Sean X, V espacios de Banach y Z un espacio de Hilbert dotado del producto interno (-, -)z. La norma en
estos espacios se notard con || - ||x, || - |lv ¥ || - ||z, respectivamente. El espacio dual topdlogico de V' lo
denotamos con V*. Dados F' : I x X xV — X, 20 € X, A: X XV =2 V*j: X xVxV =R,
m:V —=>Z,f: 1 —VyK CYV definimos la siguiente inecuacion cuasivariacional diferencial:

Problema P. Hallar x € CY(I; X) yu € C(I; V) tales que

z(t) = F(t,z(t),u(t)) Vtel, €))
z(0) = xo, 2)
u(t) € K, (A(z(t),u(t)),v —u(t)) + j(z(t),u(t),v) — j(z(t),u(t), u(t))

> (f(t),mv—7u(t)y VveK,tel. 3)

Consideremos las siguientes hipétesis sobre los datos del problema P.

(a) El mapeo t — F(t,z,u) es continuo Vo € X, u € V.

(b) Para todo conjunto compacto J C I existe Ly > 0 tal que (4)
[F(t, @1, u1) — F(t, 22, u9)||x < Ly (lzn — 22lx + lur — uallv)
Ve, x9 € X, up,us €V, t € J.
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[ (a) Existe L' > 0 tal que ||A(x1,u) — A(ze, )|y < L'||z1 — 22| x, V21,20 € X, u € V.

(
(b) Existe L” > 0 tal que ||A(z,u1) — A(z,u2)||v+ < L"|Jur — uz|lv, Vo € X, ui,ug € V. (5)
(

[ (c) Existe m > 0 tal que (A(x,u1) — A(z,u2), w1 — uz) > mllug — usgl|?, Vo € X, uy,ug € V.

a)Ve € X,u €V, j(x,u,-) es convexa y semicontinua inferiormente (1.s.c) en V.

(

(b) Existen a > 0y 8 > 0 tales que (6)
J(@1,u1,v2) — j(o1,ur,v1) + j(xe, ug, v1) — j(x2, uz, v2)

< allz; — 2l x||v1 — v2llv + Bllur — uz|lv]jvr — vallv, Va1, 22 € X, ui,ug €'V, v1,v2 € V.

xo € X, K # () es un subconjunto cerrado convexode V, m >3, feC([;Z). @)
7 : V — Z operador lineal y continuo, i.e., 3¢y > 0 tal que ||7v||z < ¢o ||v][y Yv € V. (8)

A partir de (8) y del Teorema de representacion de Riesz definimos fiI =V de manera que
(f,v) = (f(t),mv), Vv € V, t € I. Ademds, la hipétesis (7) sobre f implica que f € C(I;V*).
Como consecuencia directa de [7] se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1 Sea X un espacio de Banach, V' un espacio de Banach reflexivo, Z un espacio de Hilbert. Si se
asume (4)—(8), entonces el problema P tiene una tinica solucion (z,u) € C*(I; X) x C(I; V).

Lema 1 Sea X un espacio de Banach, V un espacio de Banach reflexivo y asumamos (5)—(8). Entonces,
para cada T(t) € CY(I; X), existe una iinica funcién v € C(I; V) tal que

u(t) e K, (A(x(t), u(t)), v —u(t)) + 5 ((t), u(t),v) — j(z(1), u(t), u(t))
(f(t),mv — mu(t))z, Vve K, tel. 9)

Y

3. RESULTADO DE CONVERGENCIA

La solucion (x,w) al problema P obtenido en el Teorema 1 depende de los datos F, xg, A, K, j y f.
Probaremos a continuacién un resultado de convergencia que muestra la dependencia continua de (x, u)
con respecto a los datos. Este resultado serd esencial para el estudio del problema de control 6ptimo que
estudiaremos en la Seccién 4. Para cada n € N consideramos la funcién F,,, el dato inicial zq,, el conjunto
convexo K, el operador A,, y dos funciones j, y f, que satisfacen las hipétesis (4)—(7), respectivamente,
con las constantes L j,,, L}, L, my,, a, y By, Para evitar confusion nos referiremos a dichas hipétesis de la
siguiente manera (4),, —(7),,. Se asume que { L, }, {L.}, {L"}, {mn}, {an} son acotadas, y que :

LJn < LJ; Lil < L/, L;; < L// My 2> M, an < @, Bn < ﬂ VneN (10)

donde Ly, L', L”, m, a, 3 son las constantes asociadas a (4)—(7), respectivamente. Para cada n € N sea:

Problema P,,. Hallar z,, € CY(I; X) y u,, € C(I; V) de manera que

xn(t) = Fn(t7mn(t)7un(t)) Viel, (11)
2, (0) = Ton, (12)
up(t) € Kp, (Ap(@n (), un(t)), vn — un(t)) + Jn(Tn(t), un(t), va) — Jn(Tn(t), un(t), un(t))

> (fu(t), T — Tun(t))z Vo, € Kp, tel. (13)

Notemos que, si (4),-(7), y (8) se satisfacen, el Teorema 1 garantiza la existencia de una tnica solucién
al problema P, la cual llamaremos con (z,,, u, ). Consideramos la siguientes hipétesis adicionales:

Para todon € NexistenI'y, > 0, y v, > 0 tales que :
(a) [|[Fn(t, 2, u) = F(t,z,u)[[x <To((lzllx + lullv +m) Vie Le e X, ueV. (14
(b) lim I', = 0. (¢) {7} C R es acotada.

n—oo
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Ton — xp in X. (15)
{K,} converge a K en el sentido de Mosco [11] (16)

( Para cadan € Nexisten A,, > 0, y A,, > 0 tales que :

(a) [[An(z,u) = A(z,u)|lv- < Ap ([Jz]lx + |ullv +An) VzeX, ueV. (17)
(b) lim A, =0. (c) {\n} C Res acotada.

[ (a) Para cadan € N existen 7, > 0y 8, > 0 tales que :
Jn(@,u,v1) — jn(x,u,v2) < [ + 0n(||z]|x + [Jullv)] [[v1 — v2llv, Vo € X, u €V, v1,vy € V.
)

b) Existen 79 > 0y dp > 0 tales que 7, < 19y 9, < dp < m.

( (18)
(c) Si{un} CV, {vn,} C V son tales que u,, = uenV, v, — venV entonces
lim sup [Jn (2, Un, V) — Gn(T, Un, up)] < jlz,u,v) — j(z,u,u) Ve X.
n—oo
(a) fu(t) = f(t) en Zcuadon — oo Vi€ I; (19)
(b) Para todo compacto J C I existe wy > 0tal que ||f,(t)||z <wy; VneN, te
Para todo {v,} C V tal que v, = v en V se cumple wv, — mv en Z. (20)
Para cadan € N, se define ademas el siguiente problema auxiliar
Problema P,,. Hallar @, € C(I;V) tal que
Un(t) € Kn, (An(z(t),un(t)), vn — tn(t)) + jn(2(t), Un(l), vn) — jn(2(t), Un(l), un(t))
> (fu(t), mvn — TUs(t)) 2 Vup, € Kp, t €1, (21)

Luego se demuestran los siguientes lemas que dan lugar al teorema de convergencia principal:

Lema 2 Para cada n € N, el problema 75” tiene una iinica solucion u, € C (I; V). Ademds, para cada
compacto J C I, existe Cy > 0 tal que ||u,(t)||[vy < Cy, VteJ neN.

Lema 3 Para cadat € I se tiene la siguiente convergencia débil: u,(t) — u(t) en V cuandon — oo.

Teorema 2 Supongamos que se satisfacen (4)—(8) y (4)n—(7)n, para cada n € N. Ademds, asumamos (10)
y (14)—(20). Entonces, la solucion (zy,,uy) al problema P, converge a la solucién (x,u) del problema P
cuando n — oo, i.e., para cada t € I se tiene uy,(t) — u(t) en V'y xp(t) — x(t) en X cuando n — oo.

4. UN PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Consideramos (W, || - ||w) un espacio reflexivo de Banach. Sea U un subconjunto no vacio de W. Para
cada ¢ € U se considera la funcion F,, el dato inicial x4, el conjunto convexo K, el operador A, y las
funciones j, y f, tales que verifiquen (4)—(7), respectivamente con las contantes L jq, Ly, Ly, mg, g y By
Para evitar confusion,cuando consideramos estas hipotesis para g las denotaremos de la forma (4),—(7),.

Consideremos el siguiente problema

Problema P,. Hallar x, € C1(I; X) y u, € C(I; V) tales que

Eq(t) = Fy(t,zq4(t), uq(t)) Vtel, (22)
74(0) = Zog, (23)
ug(t) € Ky, (Aq(zq(t), ug(t)), vg — uq(t)) + Jg(wq(t), uq(t), vg) — Jq(xq(t), uq(t), uq(t))

> (fy(t), mvg — mug(t))z Vovg € Ky, t €l (24)

El Teorema 1 garantiza que para cada ¢ € U existe una tnica solucion (z4,u,) € C1(I; X) x C(I;V)
al problema P,. Consideremos una funcién de costo £ : X x V x U — R para la cual se define el siguiente
problema de control
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Problema Q. Dado t € I, hallar ¢* € U tal que

L(zq-(t), ug+(t),q%) = min L(xq(t), ug(t), q)- (25)
Sean las siguientes hipétesis:
U es un conjunto no vacio, débilmente cerrado de W. (26)
Para todas {z,} C X, {u,} CV, {gn} C U tales que
T, > zenX, up, >uenV, g, — qgen W, se tiene (27)

h’rginf L(xp, Un, qn) > L(z,u,q).

Existe z : U — R tal que
(a) L(z,u,q) > 2(q) VeeX, ueV, qgel. (28)
(b) |lgn|lw — oo implica que z(g,) — oo.

U es un subconjunto acotado de W. (29)
El principal resultado de este trabajo se enuncia a continuacion:

Teorema 3 Asumamos que se verifican (4),—(7)q, para cada q € U. Ademds, se supone (8), (20), (26),
(27) donde se cumple (28) o (29). Para cada sucesion {q,} C U tal que q, — q en W se define F' =
Fpoxg =20, K = K¢, A=Ay, 5 = Jo. [ = fqy Fn = Fys Ton = Tog,, Kn = Ky, An = Ag, s Jn =
Jans> fn = fqn. Si se verifican (10), (14)—(19), entonces para cada t € I, el problema de control éptimo Q
tiene al menos una solucion q*.

Observacion 1 Mas detalles sobre las convergencias y ejemplos de aplicacion en mecdnica de contacto
pueden verse en [13].
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