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Resumen: Se plantea una inecuación cuasivariacional diferencial en la cual se acopla una inecuación cuasivariacional
con una ecuación diferencial. Se prueba la dependencia continua de dicha inecuación respecto a los datos. El resultado
de convergencia que se obtiene permite probar la existencia de al menos un par óptimo continuo asociado al problema
de control.
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1. INTRODUCCIÓN

La teorı́a de inecuaciones variacionales juega un rol muy importante en la mecánica y la fı́sica ya que una
gran cantidad de problemas nos conducen al estudio de inecuaciones variacionales elı́pticas o parabólicas.
Algunos ejemplos son los problemas de frontera libre relacionados a los fluidos en medios porosos, procesos
de cambio de fase para el problema de Stefan a una fase [3] y a dos fases [14].

Muchas inecuaciones variacionales surgen del estudio de modelos matemáticos en mecánica del contacto
[4, 10, 12] de donde se desprenden distintos problemas de control optimal [2, 15].

Una inecuación variacional diferencial representa un sistema que acopla una ecuación diferencial con
una inecuación variacional o cuasivariacional. Este término fue utilizado por primera vez en [1]. Algunos
trabajos donde se pueden encontrar resultados de existencia, unicidad y convergencia son [5, 6, 8, 9], en
algunos de los cuales se hace referencia a distintas aplicaciones en la mecánica del contacto.

2. PRELIMINARES

Sea I un intervalo de tiempo (acotado o no acotado), i.e., I = [0, T ] con T > 0 o I = R+ = [0,+∞).
Sean X , V espacios de Banach y Z un espacio de Hilbert dotado del producto interno (·, ·)Z . La norma en
estos espacios se notará con ‖ · ‖X , ‖ · ‖V y ‖ · ‖Z , respectivamente. El espacio dual topólogico de V lo
denotamos con V ∗. Dados F : I × X × V → X , x0 ∈ X , A : X × V → V ∗, j : X × V × V → R,
π : V → Z, f : I → V y K ⊂ V definimos la siguiente inecuación cuasivariacional diferencial:

Problema P . Hallar x ∈ C1(I;X) y u ∈ C(I;V ) tales que

ẋ(t) = F (t, x(t), u(t)) ∀ t ∈ I, (1)

x(0) = x0, (2)

u(t) ∈ K, 〈A(x(t), u(t)), v − u(t)〉+ j(x(t), u(t), v)− j(x(t), u(t), u(t))

≥ (f(t), πv − πu(t))Z ∀ v ∈ K, t ∈ I. (3)

Consideremos las siguientes hipótesis sobre los datos del problema P .





(a) El mapeo t→ F (t, x, u) es continuo ∀x ∈ X,u ∈ V.
(b) Para todo conjunto compacto J ⊂ I existe LJ > 0 tal que

‖F (t, x1, u1)− F (t, x2, u2)‖X ≤ LJ (‖x1 − x2‖X + ‖u1 − u2‖V )
∀x1, x2 ∈ X, u1, u2 ∈ V, t ∈ J.

(4)
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(a) Existe L′ > 0 tal que ‖A(x1, u)−A(x2, u)‖V ∗ ≤ L′‖x1 − x2‖X , ∀x1, x2 ∈ X, u ∈ V.
(b) Existe L′′ > 0 tal que ‖A(x, u1)−A(x, u2)‖V ∗ ≤ L′′‖u1 − u2‖V , ∀x ∈ X, u1, u2 ∈ V.
(c) Existe m > 0 tal que 〈A(x, u1)−A(x, u2), u1 − u2〉 ≥ m‖u1 − u2‖2V ,∀x ∈ X, u1, u2 ∈ V.

(5)





(a)∀x ∈ X,u ∈ V, j(x, u, ·) es convexa y semicontinua inferiormente (l.s.c) en V.

(b) Existen α > 0 y β > 0 tales que
j(x1, u1, v2)− j(x1, u1, v1) + j(x2, u2, v1)− j(x2, u2, v2)
≤ α‖x1 − x2‖X‖v1 − v2‖V + β‖u1 − u2‖V ‖v1 − v2‖V ,∀x1, x2 ∈ X, u1, u2 ∈ V, v1, v2 ∈ V.

(6)

x0 ∈ X, K 6= ∅ es un subconjunto cerrado convexo de V, m > β, f ∈ C(I;Z). (7)

π : V → Z operador lineal y continuo, i.e., ∃ c0 > 0 tal que ‖πv‖Z ≤ c0 ‖v‖V ∀ v ∈ V. (8)

A partir de (8) y del Teorema de representación de Riesz definimos f : I → V ∗ de manera que
〈f, v〉 = (f(t), πv)Z ∀ v ∈ V, t ∈ I. Además, la hipótesis (7) sobre f implica que f ∈ C(I;V ∗).
Como consecuencia directa de [7] se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1 Sea X un espacio de Banach, V un espacio de Banach reflexivo, Z un espacio de Hilbert. Si se
asume (4)–(8), entonces el problema P tiene una única solución (x, u) ∈ C1(I;X)× C(I;V ).

Lema 1 Sea X un espacio de Banach, V un espacio de Banach reflexivo y asumamos (5)–(8). Entonces,
para cada x̃(t) ∈ C1(I;X), existe una única función u ∈ C(I;V ) tal que

u(t) ∈ K, 〈A(x̃(t), u(t)), v − u(t)〉+ j(x̃(t), u(t), v)− j(x̃(t), u(t), u(t))

≥ (f(t), πv − πu(t))Z , ∀ v ∈ K, t ∈ I. (9)

3. RESULTADO DE CONVERGENCIA

La solución (x, u) al problema P obtenido en el Teorema 1 depende de los datos F , x0, A, K, j y f .
Probaremos a continuación un resultado de convergencia que muestra la dependencia continua de (x, u)
con respecto a los datos. Este resultado será esencial para el estudio del problema de control óptimo que
estudiaremos en la Sección 4. Para cada n ∈ N consideramos la función Fn, el dato inicial x0n, el conjunto
convexo Kn, el operador An y dos funciones jn y fn que satisfacen las hipótesis (4)–(7), respectivamente,
con las constantes LJn, L′n, L′′n, mn, αn y βn. Para evitar confusión nos referiremos a dichas hipótesis de la
siguiente manera (4)n –(7)n. Se asume que {LJn}, {L′n}, {L′′n}, {mn}, {αn} son acotadas, y que :

LJn ≤ LJ , L′n ≤ L′, L′′n < L′′ mn ≥ m, αn ≤ α, βn ≤ β ∀n ∈ N (10)

donde LJ , L′, L′′,m, α, β son las constantes asociadas a (4)–(7), respectivamente. Para cada n ∈ N sea:

Problema Pn. Hallar xn ∈ C1(I;X) y un ∈ C(I;V ) de manera que
ẋn(t) = Fn(t, xn(t), un(t)) ∀ t ∈ I, (11)

xn(0) = x0n, (12)

un(t) ∈ Kn, 〈An(xn(t), un(t)), vn − un(t)〉+ jn(xn(t), un(t), vn)− jn(xn(t), un(t), un(t))

≥ (fn(t), πvn − πun(t))Z ∀ vn ∈ Kn, t ∈ I. (13)

Notemos que, si (4)n-(7)n y (8) se satisfacen, el Teorema 1 garantiza la existencia de una única solución
al problema Pn, la cual llamaremos con (xn, un). Consideramos la siguientes hipótesis adicionales:





Para todo n ∈ N existen Γn ≥ 0, y γn ≥ 0 tales que :
(a) ‖Fn(t, x, u)− F (t, x, u)‖X ≤ Γn (‖x‖X + ‖u‖V + γn) ,∀ t ∈ I, x ∈ X, u ∈ V.
(b) ĺım

n→∞
Γn = 0. (c) {γn} ⊂ R es acotada.

(14)
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x0n → x0 in X. (15)
{Kn} converge a K en el sentido de Mosco [11] (16)





Para cada n ∈ N existen Λn ≥ 0, y λn ≥ 0 tales que :
(a) ‖An(x, u)−A(x, u)‖V ∗ ≤ Λn (‖x‖X + ‖u‖V + λn) ∀x ∈ X, u ∈ V.
(b) ĺım

n→∞
Λn = 0. (c) {λn} ⊂ R es acotada.

(17)





(a) Para cada n ∈ N existen τn ≥ 0 y δn ≥ 0 tales que :
jn(x, u, v1)− jn(x, u, v2) ≤ [τn + δn(‖x‖X + ‖u‖V )] ‖v1 − v2‖V , ∀x ∈ X, u ∈ V, v1, v2 ∈ V.
(b) Existen τ0 > 0 y δ0 > 0 tales que τn ≤ τ0 y δn ≤ δ0 < m.

(c) Si {un} ⊂ V, {vn} ⊂ V son tales que un ⇀ u en V, vn ⇀ v en V entonces

ĺım sup
n→∞

[jn(x, un, vn)− jn(x, un, un)] ≤ j(x, u, v)− j(x, u, u) ∀x ∈ X.

(18)

{
(a) fn(t) ⇀ f(t) en Z cuado n→∞ ∀ t ∈ I;
(b) Para todo compacto J ⊂ I existe wJ > 0 tal que ‖fn(t)‖Z ≤ wJ ∀n ∈ N, t ∈ J. (19)

Para todo {vn} ⊂ V tal que vn ⇀ v en V se cumple πvn → πv en Z. (20)

Para cada n ∈ N, se define además el siguiente problema auxiliar

Problema P̃n. Hallar ũn ∈ C(I;V ) tal que

ũn(t) ∈ Kn, 〈An(x(t), ũn(t)), vn − ũn(t)〉+ jn(x(t), ũn(t), vn)− jn(x(t), ũn(t), ũn(t))

≥ (fn(t), πvn − πũn(t))Z ∀ vn ∈ Kn, t ∈ I, (21)

Luego se demuestran los siguientes lemas que dan lugar al teorema de convergencia principal:

Lema 2 Para cada n ∈ N, el problema P̃n tiene una única solución ũn ∈ C(I;V ). Además, para cada
compacto J ⊂ I , existe C̃J > 0 tal que ‖ũn(t)‖V ≤ C̃J , ∀ t ∈ J, n ∈ N.

Lema 3 Para cada t ∈ I se tiene la siguiente convergencia débil: ũn(t) ⇀ u(t) en V cuando n→∞.

Teorema 2 Supongamos que se satisfacen (4)–(8) y (4)n–(7)n, para cada n ∈ N. Además, asumamos (10)
y (14)–(20). Entonces, la solución (xn, un) al problema Pn converge a la solución (x, u) del problema P
cuando n→∞, i.e., para cada t ∈ I se tiene un(t)→ u(t) en V y xn(t)→ x(t) en X cuando n→∞.

4. UN PROBLEMA DE CONTROL ÓPTIMO

Consideramos (W, ‖ · ‖W ) un espacio reflexivo de Banach. Sea U un subconjunto no vacı́o de W . Para
cada q ∈ U se considera la función Fq, el dato inicial x0q, el conjunto convexo Kq, el operador Aq y las
funciones jq y fq tales que verifiquen (4)–(7), respectivamente con las contantes LJq, L′q, L

′′
q , mq, αq y βq.

Para evitar confusión,cuando consideramos estas hipótesis para q las denotaremos de la forma (4)q–(7)q.
Consideremos el siguiente problema

Problema Pq. Hallar xq ∈ C1(I;X) y uq ∈ C(I;V ) tales que

ẋq(t) = Fq(t, xq(t), uq(t)) ∀ t ∈ I, (22)

xq(0) = x0q, (23)

uq(t) ∈ Kq, 〈Aq(xq(t), uq(t)), vq − uq(t)〉+ jq(xq(t), uq(t), vq)− jq(xq(t), uq(t), uq(t))
≥ (fq(t), πvq − πuq(t))Z ∀ vq ∈ Kq, t ∈ I. (24)

El Teorema 1 garantiza que para cada q ∈ U existe una única solución (xq, uq) ∈ C1(I;X) × C(I;V )
al problema Pq. Consideremos una función de costo L : X ×V ×U → R para la cual se define el siguiente
problema de control
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Problema Q. Dado t ∈ I , hallar q∗ ∈ U tal que

L(xq∗(t), uq∗(t), q∗) = mı́n
q∈U
L(xq(t), uq(t), q). (25)

Sean las siguientes hipótesis:
U es un conjunto no vacı́o, débilmente cerrado de W. (26)




Para todas {xn} ⊂ X, {un} ⊂ V, {qn} ⊂ U tales que
xn → x en X, un → u en V, qn ⇀ q en W, se tiene
ĺım inf
n→∞

L(xn, un, qn) ≥ L(x, u, q).
(27)





Existe z : U → R tal que
(a) L(x, u, q) ≥ z(q) ∀x ∈ X, u ∈ V, q ∈ U.
(b) ‖qn‖W →∞ implica que z(qn)→∞.

(28)

U es un subconjunto acotado de W. (29)

El principal resultado de este trabajo se enuncia a continuación:

Teorema 3 Asumamos que se verifican (4)q–(7)q, para cada q ∈ U . Además, se supone (8), (20), (26),
(27) donde se cumple (28) o (29). Para cada sucesión {qn} ⊂ U tal que qn ⇀ q en W se define F =
Fq, x0 = x0q,K = Kq, A = Aq, j = jq, f = fq y Fn = Fqn , x0n = x0qn ,Kn = Kqn , An = Aqn , jn =
jqn , fn = fqn . Si se verifican (10), (14)–(19), entonces para cada t ∈ I , el problema de control óptimo Q
tiene al menos una solución q∗.

Observación 1 Mas detalles sobre las convergencias y ejemplos de aplicación en mecánica de contacto
pueden verse en [13].
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