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Resumen: Se considera un problema de Stefan a una fase para un material semi-infinito con una conductividad
térmica y calor especifico dependientes de la temperatura. Se asume una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo
x = 0y se considera ademds una fuente de calor dependiente del flujo de temperatura en el borde fijo x = 0. Se
prueba existencia y unicidad de solucién de tipo similaridad a través de la equivalencia con un problema funcional.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo, se considera un problema de fusién a una fase con conductividad térmica y calor especifi-
co dependientes de la temperatura, y una fuente de calor externa dependiente del flujo de temperatura en
el borde fijo z = 0. Algunos modelos que involucran coeficientes térmicos dependientes de la temperatura
pueden encontrarse en [2, 4, 5, 7, 8]. El modelo matemaético que describe este proceso estd gobernado por
las siguientes ecuaciones:

aTr 0 T\ Ao OT
pe(T) 5 = o (k(T)&E> - 72%(0,@, 0<x<s(t), t>0, (1)
T(0,t) =Ty > 0, t>0, 2)
T(s(t),t) =T < Tp, t>0, 3)
oT .
ko5 (s(t), 1) = —pls(1), t>0, (4

donde las funciones a determinar son la temperatura 7' = T'(x,t) y la frontera libre x = s(t) que separa
dichas fases. Los parametros p > 0 (densidad de masa), [ > 0 (calor latente de fusién por unidad de masa),
To > 0 (temperatura impuesta en el borde fijo = 0) con Ty > T (temperatura de cambio de fase en
la frontera libre z = s(t)) son constantes conocidas. Las funciones k¥ = k(T") (conductividad térmica) y
¢ = ¢(T) (calor especifico) se definen como en [6] por:

K1) =k (146 (15)") ©)
o) = o (146 (£5)"). ©)

donde § es una constante positiva dada, kg y cg son la conductividad térmica y calor especifico de referencia,
respectivamente. En la ecuacion (1) se considera una fuente de calor como en [3] donde \g > 0 es una
constante dada.

El problema (1)-(5) sin fuente de calor fue considerado previamente en [1] donde se obtuvo un problema
diferencial ordinario equivalente y se probé existencia y unicidad de solucion.

En este trabajo se propone solucién de tipo similaridad para el problema (1)-(5). Introduciendo la variable
de similaridad

n:#ﬁ, 0<z<s(t), t>0, ®)
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donde a® = kaOo (difusividad térmica) y el siguiente cambio de variables

y(n) = Tl > o, ©)

es fécil ver que el problema de Stefan (1)-(5) tiene una solucién de similaridad (7', s) dada por:
T(z,t) = (To — T}) y (ﬁ) Ty, 0<z<s(t), >0, (10)
s(t) = 2a\V't, t>0 (11)

si 'y s6lo si la funcién y = y(n) y el pardmetro A > 0 satisfacen el siguiente problema diferencial ordinario:

2n(1 +dy"(n))y'(n) + [(1 + dy"(n)y'(n)]" = Ay'(0), 0<n<A (12)

y(0) =1, (13)

y(A) =0, (14)

vy =-%&, (15)
donde A = 56’\0(;, 0>0,p>0ySte = CO(TOZ;TH > ( es el namero de Stefan.

En la seccién 2, se prueba existencia y unicidad de solucién del problema (1)-(5) a través del andlisis del
problema diferencial ordianario equivalente (12)-(15).

2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION

Se estudia la existencia y unicidad de solucién del problema (1)-(5) a través del problema diferencial
ordinario (12)-(15).

Lemal Seanp > 0,0 > 0, A\ > 0,y € C®[0,\] ey > 0. Entonces (y, \) es solucion del problema
diferencial ordinario (12)-(15) si y solo si X es la vinica solucion de la ecuacion:

V/Tx exp(x?)
Ste (A [ exp(2?)dz+1+6

) <A /Ox exp(2?) (erf(z) — erf(z)) dz + (1 + 5)erf(:1c)> =1+ z%’ x>0,

(16)
y la funcion y = y(n) satisface la ecuacion
TAexp(\? n
y(n) (1 + I%y’%n)) =1+ % — /\\f () (A/ exp(2?) (erf(n) — erf(z)) dz +
Ste (A Jo exp(22)dz +1+ 5) 0
+(1 4 d)erf(n)), 0<n<A (17)
Prueba. Sea (y, \) solucion del problema (12)-(15).
Se define v(n) = (1 + éyP(n)) v'(n). Teniendo en cuenta (12) se tiene
7
(146" ()Y () = exp (—1°)y/(0) <A/ exp(2”) dz + 1+ 5) ‘ (18)
0

Si se integra (18) en (0,7), y se tiene en cuenta la condicién (13) se deduce

y(0) + 2 () = 1+ 25+ o/ (005 (A [ el et - erte)) dz + 1+ 5)erf(n)> (19)

Tomando 1 = A en la ecuacién (18) y usando las condiciones (14)-(15) se obtiene que

2 exp(\?)
Ste (A fo)\ exp(22)dz + 1+ 5)

y'(0) = - (20)
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y sustituyendo (20) en (19), se obtiene que y = y(n) es solucién de la ecuacién (17).

Tomando 1 = A en la ecuacion (19), usando (20) y la condicién (14), se obtiene que A > 0 es la tnica
solucién de la ecuacién (16).

Reciprocamente, si (y, A) es solucién del problema funcional (16)-(17), a través de cdlculos elementales
se puede ver que (y, ) es solucion del problema diferencial ordinario (12)-(15) . O

El lema anterior prueba la equivalencia entre entre el problema diferencial ordinario (12)-(15) y el pro-

blema funcional (16)-(17). En el siguiente lema se prueba la existencia y unicidad de solucién de este tltimo.

Lema?2 Sip > 0y d > 0, entonces existe una tinica solucion (y, \) al problema funcional (16)-(17) con
A>0,y€C®0,\,y>0.

Prueba. Sean las funciones definidas por

) N
~ Ste (A [ exp(22)dz+1+0

! 2
fx) ) <A/O exp(z?) (erf(z) —erf(2)) dz + (1 + 5)erf(aj)> , x>0,

’ F(x)::v+1%xp+1, 0<z<1.
Dado que f(0) =0, f(4+00) = +oc0y f'(x) > 0, existe un Gnico A > 0 solucién de la ecuacién (16).
Por otro lado, como F'(0) = 0, F(1) = 1+ pil y F es creciente, es posible definir la funcién F~! :
0,1+ 53] = [0,1].
Para el dnico valor A > 0 obtenido de (16), se define la siguiente funcion:

2 T
Gla) =1+ 55 — yrAep(X) (A / exp(2) (erf(x) — erfl(2)) dz + (1 + 5)erf(m)> ,
Ste (A J; exp(22)dz+ 1+ 6) 0
donde = € [0, \].
Dado que G(0) = 1 + %, G(\) = 0y G'(z) < 0 por lo que G es decreciente, se tiene que G(z) €

{0, 1+ }%} para toda z € [0, A].

Por lo tanto, existe una tinica y € C*°[0, A] solucién de la ecuacion

dada por
y(n) = F " (Gmn), 0<n<A 1)

(]
De acuerdo a lo presentado en la introduccién y a los lemas previos, se procede a probar que existe una
unica solucién al problema (1)-(5).

Teorema 1 El problema de Stefan gobernado por (1)-(5) tiene una vinica solucion de tipo similaridad dada
por

T(a,) = (T~ Tp)y (327) + T 0<a<s(t), t>0, (22)
s(t) = 2a\V't, t>0 (23)

donde (y, \) es la unica solucion del problema funcional (16)-(17) . Es decir X\ > 0 es la inica solucién de
la ecuacion (16) y la funcion y = y(n) viene dada por (21).
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