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Resumen: Se estudia un problema de Stefan unidimensional a dos fases no clasico con coeficientes térmicos depen-
dientes de la temperatura y una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo z = 0. Se transforma el problema en un
problema diferencial ordinario y luego se define un operador contractivo para probar existencia de solucién de tipo
similaridad.
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1. INTRODUCCION

En este trabajo, se considera un problema de solidificacién para un problema de Stefan a dos fases
con conductividades térmicas k;(7T;) y calores especificos ¢;(T;) dependientes de las temperaturas 7; con
i = 1,2, donde 71 = Ti(z,t) es la temperatura del material en la fase sélida y 7o = Ta(x,t) es la
temperatura del material en la fase liquida. Otros problemas con coeficientes térmicos variables pueden
verse en [1]-[5].

El modelo matemético que describe este proceso es el siguiente:

oT 9 oT
per(T) 5 = o (kl(T1)8;> : 0<xz<s(t), t>0, (1)
T T
PC2(T2)8(%2 = 8(1 (kz(T2)8a;) : x> s(t), t>0, 2
To(+00,t) = To(x,0) = x> s(t), t>0, 3)
Ti(s(t),t) = Ta(s(t), t) = Tf7 11(0,t) = To, t>0, (4)
oT oT.
B(Ty) 5 (5(8), 1) = a(T) 52 (5(8), 1) = pla(0), t>0, (5
s(0) = 0, (6)

donde las funciones a determinar son las temperaturas de ambas fases 7; = T;(x,t),7 = 1,2y la frontera
libre z = s(t) que separa dichas fases. El pardmetro p > 0 (densidad), [ > 0 (calor latente por unidad de
masa), Tp (temperatura impuesta en el borde fijo x = 0), Ty > 0 temperatura inicial del material y T’
(temperatura de cambio de fase en la frontera libre © = s(¢)) son todas constantes dadas tales que

Ty < Ty < T. @)

La conductividad térmica k; y el calor especifico ¢; estan defnidas por:
ki(Ti):kg)(Ha(T 7;)) a(Ty) = (1+5(T ?)) ®)

donde § > 0 es una constante dada, k) and ¢! son las conductividades térmicas y calor especifico de
referencias, respectivamente para ¢ = 1, 2.

Se obtendra una solucién de tipo similaridad al problema (1)-(6). Més precisamente, uno en el cual las
temperaturas 7; = T;(x, t) puedan ser escritas como una funcién de una sola variable a través de:

yi(n) = %7 i=1,2, 77:2\/%. )
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Asi, la frontera libre estd dada por

s(t) = 2\t (10)

donde ap = % (difusividad térmica del liquido) y A > 0 es un pardmetro a ser determinado. Un problema
andlogo a una fase fue considerado en [6] solo para el caso p = 1y en [7] también se estudia el caso a
una fase con coeficientes térmicos variables pero acotados y Lipschitzianos encontrando solucién de tipo
similaridad.

Entonces la solucién de tipo similaridad (77, 7%, s) al problema de Stefan (1)-(6) sera

Ty(z,t) = (T — Tu) 1 (2\/%) Ty 0<z<s(t), t>0, (11)
Ty(w,t) = (T — T) s (w%?) + Ty, x> s(t), t>0, (12)
s(t) = 2M0/agt, t>0, (13)

si y s6lo si las funciones y1, y2 y el pardmetro A > 0 satisfacen el siguiente problema diferencial ordinario:

282n(1 + oyy (m)yr () + [(1 + oy ()i (m)] = 0, 0<n<A (14)
y1(0) = F=2 = 1 > 0, (15)
yi(A) =1, (16)
2n(1 + dy5(n))ya(n) + [(1 + dy5(n))ya ()] =0, n> A (17)
a(+00) =0, 18)
y2(A) =1, (19
B = 50 = —22 A (20)

o(, —
donde § > 0,p > 1y Ste = M > 0 es el nimero de Stefan. Se probara en la Seccidn 2 la existencia
de solucién al problema (1)-(6) a través del andlisis del problema diferencial ordinario (14)-(20) definiendo
dos operadores contractivos.

2. EXISTENCIA DE SOLUCION DE TIPO SIMILARIDAD

Se verd que el problema (14)-(16) es equivalente a una ecuacién integral y utilizando el teorema del
punto fijo de Banach se probard la existencia de una tnica solucién. Para cada A > 0 and § > 0 fijos se nota
con X al conjunto de todas las funciones analiticas h : [0, A\] — R. El conjunto X con la norma del maximo
[I|l es un espacio de Banach. El subconjunto de X dado por

Ky ={h € C>[0,\]/h(0) =1, h(A\) =1, 1 < h(z) < 1, Yz € [0, ]} (21)
es no vacio y compacto.

Lemal Sead > 0,~v > 0, p > 1. La funcion y, € K, es una solucion al problema (14)-(16) si y sdlo si
y1 es un punto fijo del operador Ty : K1 — K dado por:

7
| anterae
Tl(h)(n):51—52 0)\77 0<§<77a7 (22)
| antera
0
con (1 definida en (15),
_ T _ ew(-51¢)
fo = T.-T; > 0, gn(§)= ET N 0<&<n. (23)
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Prueba. En primer lugar el operador 77 estd bien definido ya que facilmente puede verse que para cada
y1 € K se tiene que

exp(—52€?) exp(—52€?)

e S () < —

luego

ayE W [N e v (24)
az 2 14087 0 Iy AN = 1/ o, 20049)

Luego, de (21) y (22), se tiene que T'(y1) € K;.
Si definimos v1 () = (1 4 dy7'(n))y} (n), la ecuacién diferencial ordinaria (14) es equivalente a

v1(n) + 2nv1(n) =0

de donde se tiene:

n
y1(n) = a1/0 Gy, (§)d€ + az,

con aj y ag son constantes a determinar. Imponiendo las condiciones (15) y (16) se tiene que

n
| an e
y1(n) = 1 — B2 55—, 0<E&<n, (25)
| e
0
donde 31 > 0, B2 > 0 estan definidas en (15) y (23) respectivamente. Luego, y; es una solucion al problema
(14)-(16) si y sélo si y; es un punto fijo del operador 77. U

En virtud del Lema 1, el préximo paso es probar que 7} es un operador contractivo sobre K.

Lema 2 Seap > 1y \ > 0. El problema (14)-(16) tiene una tinica solucion y, € K siysélosi 0 < 6 < §;
donde 6, = f{ (1), con
f1(8) = Bapd(L +667)(2 +667). (26)

Prueba. Sean y,, y, € K1 yn > 0, teniendo en cuenta (23)-(25), el teorema del valor medio y

A A
/0 eXP(—%fQ)é Y€)= yp ()] A€ < pdllya — wll /0 eXP(-%@) dé < pollya — vl 3—;@ erf(,/82)),

se obtiene que
1T (ys) — Ta(ya)ll < f1(9)llve — wall, 27)

donde f1(8) = Bapd(14647)(2408Y). Como f1(0) = 0, f1(+00) = +o0y f1 es una funcién estrictamente
creciente, entonces existe un unico d; > 0 such that f;(d;) = 1. Por lo tanto, si 0 < 0 < J; se tiene que 7}
es un operador contractivo y entonces el problem (14)-(16) tiene una tnica solucién no negativa. U

Ahora se probara que fijado § > 0,y > 0, p > 1 existe solucién a las ecuaciones (17)-(19). Analoga-
mente a lo propuesto anteriormente definimos v2 (1) = (1 + dyb(n))y4(n) y
Ky ={h € C*[\,+00) / h(+00) =0, h(A) = 1,0 < h(z) < 1, Vx € [\, +00)}. (28)
subconjunto no vacio y compacto de X . Se puede demostrar el siguiente Lema:

Lema3 Sead > 0, v > 0, p > 1. La funcion yo € Ky es una solucion al problema (17)-(19) si y sdlo si
Yo es un punto fijo del operador Ts : Ko — K5 dado por:

+oo
Gy2 (é)df exp (_52)

To(h)(n) =L,  A<n, Gu§)=——%, 0<&<y (29)
1+6h
Gy, (§)d¢ k()
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También de manera anédloga puede demostrarse el siguiente resultado:

Lema4 Seap > 1y \ > 0. El problema (17)-(19) tiene una tinica solucion y, € Ko siy sélosi 0 < § < 2
donde 65 = f5 (1), con
F2(8) = p(1 +057)(2 + 367). (30)

Por dltimo basta ver que exista al menos un valor de A > 0 solucién de la ecuacién de Stefan dada por (20).
Teniendo en cuenta los lemas previos podemos enunciar el siguiente resultado:

Lema 5 Sead >0,y > 0, p > 1. La ecuacion (20) tiene al menos una solucion \ > 0.
Prueba. Reemplazando en (20) las expresiones de las derivadas de vy e ys y evaludndolas en n = A, es
fdcil ver que la ecuacion que debe verificar X es:

Wi(z) = Wa(z), x>0 (31)

con

Wl(l’) — Iig +2§p(—)\2) 49 Oé;t A, WQ(.T) _ 52)\ (32)
[0 e
Gr)de ™ con(3) [ g (€1
0

A
Teniendo en cuenta (24) y la siguiente desigualdad
+oo

7 (L-ef) < [ Gy (ndy <257 (1 —erf(3) (33)

%
5

es facil ver que W1(0) = 400, Wi(+00) = constante > 0,W2(0) =constante > 0, Wa(+00) = +o0,
luego existe al menos una solucion. U

Ahora se esta en condiciones de establecer el Teorema que garantiza la existencia de solucién al problema
de Stefan (1)-(6).

Teorema 1 Seap > 1, v > 0y d = min(d1,d2) con §1 y d2 dados en los Lemas 2 y 4 respectivamente. El
problema (1) — (6) tiene al menos una solucion (T, Ts, s) dada por (11) — (13) respectivamente siendo 1y,
el tinico punto fijo del operador dado en (22), yo el vinico punto fijo del operador dado en (29) y A alguna
solucion de la ecuacion (31).
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