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Resumen:
En este trabajo se obtiene la existencia y la unicidad de solución de un problema de Stefan a tres fases imponiendo

una condición convectiva en el borde fijo que modela un proceso de fusión de un material semi-infinito. Además,
se establece una equivalencia entre la solución obtenida y la solución del problema de Stefan a tres fases que surge
imponiendo una condición de Dirichlet en el borde fijo. Esta equivalencia se establece bajo la condición de que los
datos del problema cumplan una relación especı́fica, ofreciendo nuevos enfoques sobre el comportamiento de los
problemas de cambio de fase con diferentes condiciones de contorno.
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1. INTRODUCCIÓN

Durante el proceso de solidificación o fusión, el material puede dividirse en tres regiones distintas: una
región sólida, una zona pastosa donde coexisten las fases sólida y lı́quida, y una región lı́quida. En el caso de
materiales polimorfos como el hierro metálico y la sı́lice, existen varias formas cristalinas en la fase sólida,
lo que da lugar a múltiples fronteras libres entre las diferentes fases. Por ejemplo, el hierro metálico tiene
tres formas cristalinas principales, mientras que la sı́lice existe en varias formas distintas como el cuarzo, tri-
dimita y cristobalita bajo alta presión. Cuando estos materiales polimorfos se congelan o se funden, diversas
fases se separan mediante múltiples interfaces móviles [3].

La transferencia de calor a tres fases presenta desafı́os significativos que son crı́ticos para una variedad
de aplicaciones. Por ejemplo, en [2], se desarrolla una solución analı́tica para la ecuación de transferencia
de calor dependiente del tiempo que tiene en cuenta el cambio de fase. Esta solución permite un nuevo
algoritmo numérico para analizar las variaciones de temperatura y flujo de calor en una pared de edificio de
tres capas bajo condiciones transitorias ambientales. Además, en [1] se examina una simulación numérica
de un sistema térmico de tubo triplex que combina varios materiales de cambio de fase con espuma metáli-
ca porosa. Otra aplicación relevante se presenta en [4], donde se desarrolla una solución analı́tica para la
transferencia acoplada de calor y masa durante la congelación de materiales con alto contenido de agua.

En este trabajo se presentan formalmente dos problemas de Stefan a tres fases con diferentes condiciones
de contorno. Además, se demuestra la existencia y la unicidad de la solución al imponer una condición de
tipo Robin en el borde fijo x = 0. Luego, se recupera de [6] la única solución de semejanza que corresponde
al caso en el que se impone una condición de contorno de tipo Dirichlet en el borde fijo x = 0. Finalmente,
y siguiendo [5], se establece una equivalencia entre los problemas analizados.

2. FORMULACIÓN MATEMÁTICA

Se considera un problema de Stefan unidimensional a tres fases para la fusión de un material semi-inifnito
x ≥ 0 donde se imponenen diferentes condiciones en el borde fijo x = 0. Consiste en hallar la temperatura:

Φ(x, t) =





Φ3(x, t) si 0 < x < y2(t), t > 0,
Φ2(x, t) si y2(t) < x < y1(t), t > 0,
Φ1(x, t) si y1(t) < x, t > 0,

(1)
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y las fronteras libres x = yi(t), i = 1, 2, t > 0 que separan las tres regiones tales que

∂Φ3

∂t
= α3

∂2Φ3

∂x2
, 0 < x < y2(t), t > 0, (2)

∂Φ2

∂t
= α2

∂2Φ2

∂x2
, y2(t) < x < y1(t), t > 0, (3)

∂Φ1

∂t
= α1

∂2Φ1

∂x2
, x > y1(t), t > 0, (4)

Φ3(y2(t), t) = Φ2(y2(t), t) = B, t > 0, (5)

Φ2(y1(t), t) = Φ1(y1(t), t) = C, t > 0, (6)

Φ1(x, 0) = Φ1(+∞, t) = D, t > 0, (7)

k2
∂Φ2

∂x
(y2(t), t)− k3

∂Φ3

∂x
(y2(t), t) = δ2ẏ2(t), t > 0, (8)

k1
∂Φ1

∂x
(y1(t), t)− k2

∂Φ2

∂x
(y1(t), t) = δ1ẏ1(t), t > 0, (9)

y1(0) = y2(0) = 0, (10)

donde las constantes positivas αi = ki
ρci

, ki y ci reprensentan la difusividad térmica, la conductividad térmica
y el calor especı́fico, respectivamente, para la fase i = 1, 2, 3 siendo ρ la densidad de masa común a las tres
fases. Se asume a través de todo el trabajo que α2 > α3.

El calor latente por unidad de volumen utilizado para pasar de la fase i a i+ 1 para i = 1, 2 es δi = ρ`i
donde `i > 0 representa el calor latente por unidad de masa. Las temperaturas de cambio de fase B y C y la
temperatura inicial D verifican la condición B > C > D.

Se define el problema (P1) al gobernado por (2)-(10) imponiendo una condición de Robin en el borde
fijo dada por:

k3
∂Φ3

∂x
(0, t) =

h0√
t

(Φ3(0, t)−A∞) , t > 0, (11)

donde h0 > 0 es el coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el borde fijo y A∞ > B es la
temperatura ambiente.

De manera similar se plantea el problema (P2) definido por (2)-(10) imponiendo una condición de Diri-
chlet en el borde fijo dada por:

Φ3(0, t) = A > B, t > 0. (12)

En este trabajo se prueba la existencia y la unicidad de solución de tipo similaridad del problema (P1)
definido por (2)-(10) y (11) y se establece una relación con la solución del problema (P2) definido por
(2)-(10) y (12) dada en [6].

3. EQUIVALENCIA ENTRE LAS SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS (P1) Y (P2)

Para establecer la equivalencia entre las soluciones de estos problemas, se necesita la solución explı́cita
de tipo similaridad del problema (P1) la cual se establece en el siguiente teorema:

Teorema 1 Si h0 > h2 siendo

h2 = B−C
A∞−B

√
k2k3c2
πc3α3

1

erf
(
z0
√
α1
α2

) (13)
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entonces el problema (P1) tiene una única solución dada por

v3(x, t) =

Bk3
h0

√
πα3

+A∞ erf
(
ξ2
√
α1
α3

)
−(A∞−B) erf

(
x

2
√
α3t

)

k3
h0

√
πα3

+erf
(
ξ2
√
α1
α3

) , 0 < x < w2(t), t > 0, (14)

v2(x, t) =
−C erf

(
ξ2
√
α1
α2

)
+B erf

(
ξ1
√
α1
α2

)
−(B−C) erf

(
x

2
√
α2t

)

erf
(
ξ1
√
α1
α2

)
−erf

(
ξ2
√
α1
α2

) , w2(t) < x < w1(t), t > 0, (15)

v1(x, t) =
C

(
1−erf

(
x

2
√
α1t

))
+D

(
erf

(
x

2
√
α1t

)
−erf(ξ1)

)

erfc(ξ1)
, x > w1(t), t > 0, (16)

w2(t) = 2ξ2
√
α1t, t > 0, (17)

w1(t) = 2ξ1
√
α1t, t > 0, (18)

donde
ξ2 =

√
α1
α2

erf−1 (H(ξ1)) , (19)

y ξ1 es la única solución de la ecuación

Q(z) = U(z), z > z0, (20)

siendo

H(z) = erf
(
z
√

α1
α2

)
− Ste2√

π
`2
`1

√
k2c1
k1c2

exp
(
−z2 α1

α2

)

ϕ(z) , ϕ(z) = z + Ste1√
π

exp(−z2)
erfc(z) , z ≥ 0, (21)

Ste1 = c1(C−D)
`1

, Ste2 = c2(B−C)
`2

, z0 = H−1(0), (22)

Q(z) =
`1
`2
ϕ(z) exp

(
z2 α1

α2

)
, z ≥ 0, U(z) = T

(√
α2
α1

erf−1(H(z))
)
, z > z0, (23)

T (z) = Ste2√
πc2

A∞−B
B−C

√
k3c1c3
k1

exp
(
−z2α1

(
1
α3
− 1
α2

))

k3
h0

√
πα3

+erf
(
z
√
α1
α3

) − z exp
(
z2 α1

α2

)
, z > z0. (24)

Se puede expresar la solución del problema de Stefan con condición de Dirichlet para el caso particular
en el que se consideran tres fases, según [6], de la siguiente manera:

Teorema 2 El problema (P2) tiene una única solución de tipo similaridad dada por:

u3(x, t) = A
erf
(
µ2
√
α1
α3

)
−erf

(
x

2
√
α3t

)

erf
(
µ2
√
α1
α3

) +B
erf

(
x

2
√
α3t

)

erf
(
µ2
√
α1
α3

) , 0 < x < r2(t), t > 0, (25)

u2(x, t) =
(C−B) erf

(
x

2
√
α2t

)
−C erf

(
µ2
√
α1
α2

)
+B erf

(
µ1
√
α1
α2

)

erf
(
µ1
√
α1
α2

)
−erf

(
µ2
√
α1
α2

) , r2(t) < x < r1(t), t > 0, (26)

u1(x, t) = D + (C −D)
erfc

(
x

2
√
α1t

)

erfc(µ1)
, x > r1(t), t > 0, (27)

r2(t) = 2µ2
√
α1t, t > 0, (28)

r1(t) = 2µ1
√
α1t, t > 0, (29)

donde
µ2 =

√
α2
α1

erf−1 (H(µ1)) , (30)

y µ1 es la única solución de la ecuación

Q(z) = V
(√

α2
α1

erf−1 (H(z))
)
, z > z0, (31)
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donde H está dada por (21), z0 por (22), Q por (23), y

V (z) = A−B
`2

√
c1c3k3
πk1

exp
(
−z2

(
α1
α3
−α1
α2

))

erf
(
z
√
α1
α3

) − z exp
(
z2 α1

α2

)
, z > 0. (32)

Se formula a continuación la equivalencia entre los problemas (P1) y (P2). Por equivalencia, nos referi-
mos a la condición en la que, si los datos de ambos problemas satisfacen una relación especı́fica, entonces
se obtendrá la misma solución.

Teorema 3

a) Sean h0 yA∞ con h0 > h2 las constantes dadas en el problema (P1) con condición convectiva donde
h2 está dado por (13). Si vale la siguiente desigualdad:

Bk3
h0

√
πα3

+A∞ erf
(
ξ2
√
α1
α3

)

k3
h0

√
πα3

+erf
(
ξ2
√
α1
α3

) > B, (33)

donde ξ2 está dada por (19), entonces la solución del problema (P2) con

A =
Bk3

h0
√
πα3

+A∞ erf
(
ξ2
√
α1
α3

)

k3
h0

√
πα3

+erf
(
ξ2
√
α1
α3

) , (34)

coincide con la solución del problema (P1).

b) Sea A > B la constante dada en el problema (P2) con condición de temperatura. Si se satisface la
siguiente desigualdad:

A−B
(A∞−A) erf

(
µ2
√
α1
α3

) > B−C
A∞−B

√
k2c2
k3c3

1

erf
(
z0
√
α1
α2

) , (35)

donde z0 está dada por (22), µ2 está dado por (30) y A∞ > A, entonces la solución del problema
(P1) con

h0 = k3√
α3π

A−B
A∞−A

1

erf
(
µ2
√
α1
α3

) , (36)

coincide con la solución del problema (P2).
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