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Resumen:

En este trabajo se obtiene la existencia y la unicidad de solucién de un problema de Stefan a tres fases imponiendo
una condicién convectiva en el borde fijo que modela un proceso de fusidon de un material semi-infinito. Ademas,
se establece una equivalencia entre la solucién obtenida y la solucién del problema de Stefan a tres fases que surge
imponiendo una condicién de Dirichlet en el borde fijo. Esta equivalencia se establece bajo la condicién de que los
datos del problema cumplan una relacién especifica, ofreciendo nuevos enfoques sobre el comportamiento de los
problemas de cambio de fase con diferentes condiciones de contorno.

Palabras clave: Problema de Stefan, condicién de tipo Robin, Solucién explicita de tipo similaridad
2000 AMS Subject Classification: 35R35 - 80A22 - 35K05

1. INTRODUCCION

Durante el proceso de solidificacion o fusion, el material puede dividirse en tres regiones distintas: una
region sélida, una zona pastosa donde coexisten las fases sélida y liquida, y una region liquida. En el caso de
materiales polimorfos como el hierro metélico y la silice, existen varias formas cristalinas en la fase sélida,
lo que da lugar a multiples fronteras libres entre las diferentes fases. Por ejemplo, el hierro metélico tiene
tres formas cristalinas principales, mientras que la silice existe en varias formas distintas como el cuarzo, tri-
dimita y cristobalita bajo alta presion. Cuando estos materiales polimorfos se congelan o se funden, diversas
fases se separan mediante multiples interfaces moviles [3].

La transferencia de calor a tres fases presenta desafios significativos que son criticos para una variedad
de aplicaciones. Por ejemplo, en [2], se desarrolla una solucién analitica para la ecuacién de transferencia
de calor dependiente del tiempo que tiene en cuenta el cambio de fase. Esta solucién permite un nuevo
algoritmo numérico para analizar las variaciones de temperatura y flujo de calor en una pared de edificio de
tres capas bajo condiciones transitorias ambientales. Ademads, en [1] se examina una simulacién numérica
de un sistema térmico de tubo triplex que combina varios materiales de cambio de fase con espuma metali-
ca porosa. Otra aplicacién relevante se presenta en [4], donde se desarrolla una solucion analitica para la
transferencia acoplada de calor y masa durante la congelacion de materiales con alto contenido de agua.

En este trabajo se presentan formalmente dos problemas de Stefan a tres fases con diferentes condiciones
de contorno. Ademads, se demuestra la existencia y la unicidad de la solucién al imponer una condicién de
tipo Robin en el borde fijo x = 0. Luego, se recupera de [6] la unica solucién de semejanza que corresponde
al caso en el que se impone una condicién de contorno de tipo Dirichlet en el borde fijo x = 0. Finalmente,
y siguiendo [5], se establece una equivalencia entre los problemas analizados.

2. FORMULACION MATEMATICA

Se considera un problema de Stefan unidimensional a tres fases para la fusién de un material semi-inifnito
x > 0 donde se imponenen diferentes condiciones en el borde fijo x = 0. Consiste en hallar la temperatura:

O3 (z,t) si 0 <z <ya(t), t>0,
D(x,t) = Do(x,t) si yo(t) < x <wy1(t), t>0, (D
Dy (z,t) st yi(t) <=, t >0,

281



MACI Vol. 10 (2025) K. A. Nemer, D. Fernandez, A. G. Flesia, M. Pucheta (Eds.)

y las fronteras libres = = y;(¢t), i = 1,2, t > 0 que separan las tres regiones tales que

ov, 50,

at :agm, 0<x<y2(t), .l‘:>07 (2)

O R

o =g yat) <z <wy(t), t>0, 3)

O R

(T;:O”W;’ x> y(t), t>0, 4)

P3(ya(t), t) = P2(y2(t),t) = B, t>0, (5)

Do(y1(t),t) = P1(y1 (), t) = C, t>0, (6)

®1(z,0) = By (+00,t) = D, t>0, (7)
Bl 0

ha s 2 (2(0), ) — ka5 (2(1). ) = datia (1), £>0,  ®
0D, a

k1 —— o Ly (), 1) — ’f27(y1( ),t) = 01y (t), t>0, )

y1(0) = y2(0) =0, (10)

donde las constantes positivas a; = pc , ki y ¢; reprensentan la difusividad térmica, la conductividad térmica
y el calor especifico, respectivamente, para la fase ¢ = 1, 2, 3 siendo p la densidad de masa comun a las tres
fases. Se asume a través de todo el trabajo que ap > as.

El calor latente por unidad de volumen utilizado para pasar de la fase ¢ a¢ + 1 parai = 1,2 es §; = p¥;
donde ¢; > 0 representa el calor latente por unidad de masa. Las temperaturas de cambio de fase By C'y la
temperatura inicial D verifican la condicién B > C > D.

Se define el problema (P1) al gobernado por (2)-(10) imponiendo una condicién de Robin en el borde
fijo dada por:

03
Oox

ho

kg NG

(0,1) = 2 (®3(0,¢) — Aso),  t>0, (11)

donde hg > 0 es el coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el borde fijoy A, > B es la
temperatura ambiente.

De manera similar se plantea el problema (P2) definido por (2)-(10) imponiendo una condicién de Diri-
chlet en el borde fijo dada por:

®3(0,t) = A > B, t> 0. (12)

En este trabajo se prueba la existencia y la unicidad de solucién de tipo similaridad del problema (P1)
definido por (2)-(10) y (11) y se establece una relacién con la solucién del problema (P2) definido por
(2)-(10) y (12) dada en [6].

3. EQUIVALENCIA ENTRE LAS SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS (P1) Y (P2)

Para establecer la equivalencia entre las soluciones de estos problemas, se necesita la solucion explicita
de tipo similaridad del problema (P1) la cual se establece en el siguiente teorema:

Teorema 1 Si hg > ho siendo

_ B-C koksco 1
hwm%avmmﬂ¢oﬂ) (13)

a2
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entonces el problema (P1) tiene una vinica solucion dada por

/) = %—i—fhx,erf(@\/») (Ao —B)erf(zr>
'UB(l’a )_ W_‘_erf(&\/?) )
_Cerf(fz\/7)+Berf<§1\/7) (B— C)erf< a2>
vo(w,t) = erf(gl\/g)_erf(&\/%) )

0 <z <ws(t), t >0, (14)

wa(t) <z < wi(t), t >0, (15)

C| l—erf 3 erf 3 —erf(&1)
vi(x,t) = ( ( \/7>>erf0((§1) ( F> )v x> wi(t), t >0, (16)
wa(t) = 26V ant, t>0, (17
wl(t) = 251 O{lt, t> 07 (18)
donde
G = /S e (H(G)), (19)

y &1 es la uinica solucion de la ecuacion
Q(z)=U(z), z> z, (20)

siendo

H(Z) = erf (Z ﬂ) _ Steg by [koca M’ QO(Z) =z + Stﬁe}(p(f’ﬁ)? z > 07 (21)

a2 Vvl kica o(z) Jr  erfe(z)
Stey = LT Stey = 289 4 = H7Y(0), (22)
b 2 -1
Qz) = gw(z) exp (z 3—;) , 2 >0, U(z)=T (, /o2 erf (H(z))) . z2>2z0, (23)
_ Step Ax—B kscics exp( ? al(?S—%)) _ 2aq
T(z) = o5\ ™0 (e P (z a2) . 2> 2. 24)

Se puede expresar la solucién del problema de Stefan con condicién de Dirichlet para el caso particular
en el que se consideran tres fases, segtn [6], de la siguiente manera:

Teorema 2 El problema (P2) tiene una vinica solucion de tipo similaridad dada por:

erf(ugﬁ) —erf(w%) erf(ﬁ)
erf(/m Z;) + Berf(uz\/z) 0 <z <ryt), t>0, (25)
. (C-B) erf( \/—> Cerf(,uz\/i)—i-Berf(,ul\/T;)
= o (o ) ’

us(z,t) = A

ro(t) <z < ri(t), t >0, (26)

erfc ( )
= _py_ \2Veit)
ui(z,t) = D+ (C — D) — x>r(t), t >0, (27)
ro(t) = 2uav art, t>0, (28)
r1(t) = 2u1vait, t >0, (29)
donde
po = /%2 erf™" (H(m)), (30)

y i es la tinica solucion de la ecuacion

Qz)=V <\/gjferf_l (H(z))) , z > 2, 31)
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donde H estd dada por (21), zg por (22), Q por (23), y

A-B /cicsk e"p(_z2(al_al>> 2
_ — C1C: (0% [0 [0
V(z) = 7 L erf<z Lg;> 2LL — zexp (z 07;) , z > 0. (32)
Se formula a continuacién la equivalencia entre los problemas (P1) y (P2). Por equivalencia, nos referi-

mos a la condicién en la que, si los datos de ambos problemas satisfacen una relacién especifica, entonces
se obtendra la misma solucién.

Teorema 3

a) Sean hyy A con hg > ho las constantes dadas en el problema (P1) con condicién convectiva donde
ho estd dado por (13). Si vale la siguiente desigualdad:

hO?/]:?Tf& +Aco erf (52 \/%’) > B, -

rovir et (626 )

donde &5 estd dada por (19), entonces la solucion del problema (P2) con

A= ho?/I?Ts+A°° erf(& \/%) (34)

coincide con la solucion del problema (P1).

b) Sea A > B la constante dada en el problema (P2) con condicion de temperatura. Si se satisface la
siguiente desigualdad:

A-B B-C k 1
(AOC_A)Erf(M al) ~ A B \/g m , (35)

az

donde zy estd dada por (22), s estd dado por (30) y Ay, > A, entonces la solucion del problema

(P1) con
ho = k3 A—B 1 36
0 \/onoiAeerug %:1)’)7 ( )

coincide con la solucion del problema (P2).
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