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Resumen:

Se considera un problema estacionario de conduccién del calor en un dominio multidimensional acotado (2 para la
ecuacion de Poisson con fuente g y con condiciones de contorno mixtas dadas por una temperatura b en la porcién I'y
de frontera y un flujo de calor ¢ en la porcion I's restante de frontera. Ademads, se considera una familia de problemas
estacionarios imponiendo sobre la frontera I'; una condicién convectiva con coeficiente a y temperatura exterior b.
Se obtienen de manera explicita, para un dominio rectangular, los controles 6ptimos, los estados del sistema y estados
adjuntos para los siguientes cuatro problemas de control 6ptimo: un problema de control distribuido sobre la fuente de
energia g, dos problemas de control frontera sobre el flujo del calor ¢ y sobre la temperatura b en un entorno externo a
través de una condicién de Robin, respectivamente y un problema de control éptimo simultdneo distribuido-frontera
sobre la fuente g y el flujo q. Estas soluciones explicitas podrian ser utilizadas para chequear calculos numéricos.

Palabras clave: Ecuaciones variacionales elipticas, Controles dptimos, Condiciones de contorno mixtas, Soluciones
explicitas.
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1. INTRODUCCION

Se considera un dominio acotado €2 en R™ cuya frontera regular I" consiste en la unién de dos porciones
disjuntas I'; y I's con med(I'1) > 0y med(I'y) > 0. Se presentan los siguientes problemas estacionarios
de conduccién del calor Py P, (para cada pardmetro o > 0) respectivamente, con condiciones de frontera
mixtas:

. ou
Au=g in u‘n:b —%|F2:q (D)
. ou ou
—Au =g in{ —%‘Flza(u—b) —%‘H:q )

donde ¢ es la energia interna en 2, b es la temperatura sobre ['; para (1) y la temperatura del entorno externo
de I'; para (2), q es el flujo de calor sobre I's y o > 0 es el coeficiente de transferencia de calor sobre ',
que satisfacen las hipétesis: g € H = L*(Q),q € Q = L*(Iy) yb € B = H? (T'1). Estos pueden ser
considerados como problemas estacionarios de Stefan [7].

Sean u y u,, las Unicas soluciones de los problemas elipticos (1) and (2), respectivamente, cuyas formu-
laciones variacionales estan dadas por ([5],[7]):

a(u,v) = L(v), Yv e Vp, u e K 3)
ao (g, v) = Lo(v), Vo €V, uq € V )

donde
V=HY(); V():{UEV/U‘FIZO} y K=v+W

para vg € V dado, con v0’F1 =b, (9,0 = [qghdzy (q,n)q = fF2 qn d,
a(u,v) = / Vu.Vodz;  aq(u,v) = a(u,v) + a(u,v)2mr,)
Q

L(v) = (9,v)r — (¢;v)@; La(v) = L(v) 4+ a(b,v)2(r,)-
Vinculados a estos sistemas de estado, se han considerado los cuatro problemas de control ptimo que se
detallan a continuacion ([6],[8]).
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1.1. CONTROL OPTIMO DISTRIBUIDO SOBRE LA FUENTE DE ENERGIA ¢

En [2] se consideraron los siguientes problemas de control éptimo distribuido:

hallar g, € H talque Ji(gop) = ml}[l J1(9), 5)
ge
hallar  go,, € H talque Jia(9a,,) = ml}[l J1(9), 6)
ge

con J; : H=RY y Jio : H—R{, dados por:

1

M
2 1 2
=5 uag — zdall7 + 3 lgllz

1 M,
ig) =5 lug =zl + SHlolE v ialo)

donde ug y uq4 denotan las tnicas soluciones de los problemas (3) y (4) respectivamente, para datos g € @,
be B,zg€ L*(Q)y My > 0.

1.2. CONTROL OPTIMO FRONTERA SOBRE EL FLUJO DEL CALOR ¢ SOBRE I'y

En [3] se estudiaron los siguientes problemas de control 6ptimo frontera:

hallar oy € Upa tal Que Jo(dop) = min Jo(g), @

q ad

hallar  qq,, € Usq talque  Joa(qa,,) = qrélgn J20.(q), 8)
ad

conUyg={q€Q:q>0enly}, Jo: Q—HRSF y Joq : Q—HRSF, dados por:

1 2 | My o 1 2 My o
Ja(q) = §||uq_ZdHH+7HQHQ y  J2(g) = §||an—ZdI|H+7HQ||Q

donde ug y uqq son las tnicas soluciones de los problemas (3) y (4) respectivamente, para datos g € H,
be B,zg€ L*(Q)y My > 0.

1.3. CONTROL OPTIMO FRONTERA SOBRE LA TEMPERATURA b EN UN ENTORNO EXTERNO DE I'y

En [1] se consideraron los siguientes problemas de control éptimo frontera:

hallar b, € HY2(T1) talque J3(bop) = min  J3(b), )
beH/2(T1)
hallar b%peHl/Q(Fl) talque  J3q(ba,,) = min  J34(q), (10)
beH/2(T'y)

con Jz : HY2(T'1)) =R} y Jaa : HY2(T'1)—R{, dados por:

1

1 My _ L
2

M;3
Js(0) = 5 llup = zally + =7 [Bllzeey Y Jsald) —

2 2
[tap — 2all + 5 1011 72(ry)

donde wup y uqp son las Unicas soluciones de los problemas (3) y (4) respectivamente, para datos g € H,
qGQ,Zd€L2<Q)yM3 > 0.

1.4. CONTROL OPTIMO SIMULTANEO DISTRIBUIDO-FRONTERA SOBRE LA FUENTE g Y EL FLUJO q

En [4] se estudiaron los siguientes problemas de control 6ptimo simultdneo distribuido-frontera:

hallar  (g,q)op € H x Uyq  talque  Ju((9,9)op) = min_ Ja(g,q), (11)
QEH,QEUad
hallar = (9,¢)a,, € H X Usq talque  J4a((9,9)a,,) = e fﬁQUad Jaa(9, Q) (12)

522



VI MACI 2017 - Sexto Congreso de Matematica Aplicada, Computacional e Industrial
2 al 5 de mayo de 2017 — Comodoro Rivadavia, Chubut, Argentina

con los funcionales costo Jy : H X Q—>R5r y Jaa t H X Q—>Rg dados por:

1
Ji(g,q) = 3 u(g.q) — ZdHZ HQHH + HQHQ

My

1
Tiad9,0) = 5 ety — zall’y + S5 ol + 52l

donde u(y 4y Y Uq(g,q) SON las tnicas soluciones de los problemas By@ respectivamente, paradatos b € B,
24 € LQ(Q), My >0y My > 0.

En los trabajos [1, 2, 3, 4] se obtuvieron resultados de existencia y unicidad de los controles éptimos,
como asi también resultados de convergencia, cuando el coeficiente de transferencia del calor « tiende
a infinito, de los controles 6ptimos, los estados del sistema y los estados adjuntos correspondientes, en
determinados espacios de Sobolev.

En este trabajo se consideran dominios €2 particulares, de forma rectangular y circular en R? y R3, y
se calculan de manera explicita los controles 6ptimos, los estados del sistema y estados adjuntos para los
cuatro problemas de control éptimo planteados anteriormente.

En la Seccién 2 se presenta solamente, por motivo de espacio, las soluciones explicitas en un dominio
rectangular en R2,

2. SOLUCIONES OPTIMAS EN UN DOMINIO RECTANGULAR EN EL PLANO

Si se considera el dominio 2 = (0, z¢) % (0,yo) con zg > 0, yo > 0, se obtiene que las soluciones de
los problemas (1) y (2) estdn dadas por:

2

X
u(z,y) = 95+ (gzo — q)x + b,

2

X
ua(x,y) = g5+ (gzo — @)z +

con datos g, b, « y q constantes. Se considera ademds z4 € R.
Para los problemas de control 6ptimo distribuidos (5) y (6), las soluciones 6ptimas son:

ng_Q_i_b,
«

m% (%qxo — %(b — zd))
(15370 + 2M1) ’

_ e = (52 + 500 —20) 25 — ¢ (=& + (0 — 20)) 5]
- (Mo + 3505 + 5520 + 57) |

Gop =

Para los problemas de control 6ptimo fronteras (7) y (8), se obtienen:

(%g:rg + (b= 2zq))

op — )
o (5 41}
o = G 25 ) £ 0 oo+ 2)
Qop — .

(Mz TS )
En los problemas de control 6ptimo fronteras (9) y (10), los controles 6ptimos estan dados por:

(3928 + q% + za)
bop - Ms ,
(1 1 x—o)

3
[9? — (gz0 — @) — 2 (
Gop 2 (xo + Mg)

9ro—q __
40— zg) o
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Para el problema de control éptimo distribuido-frontera (11), la solucién 6ptima estd dada por:

(9:@)op = (— ® _;d) o i Zd)05>

e i)
donde:
5 5 2 | M
. 1 2 ﬁ(—rﬁ? ﬁ+?§>>
W=—F"-|35— )
2 M. 3 2 My (1, M 25
G G ) -
5 2 | M
()
s — [18 B

M 1, M 25 \1]’
(+a%) G+ % - )]

y para el problema de control éptimo distribuido-frontera (12) que depende del pardmetro o > 0, se obtiene:

.%‘0 X0
donde
1 2 2
Cia = . 11 5 3Y; {<3+M>+D4a}a
(5 + 3+ A + 28 ’
5 5 2 2 2 4 My 2
[(ﬁ + Zam aTo) (3 aTo) (*5 + o oz T T) (1 + Tzoﬂ
05(1 = 27
8 8 4 4 M. 1 1 1 M 5 2
[(15+ Sz T a%ad T xg“) (3 t o T 2 *3) (7 Tams a%g) ]
con
5 5 2 5 5 2 2 2 4 2 2 M. 2
po- (2o ) )y
da = .

2
8 8 4 AMy 4 Ms 5 5 2
|:(15+3a:1:0 +a2xg+ xo > ( OMO 3) (12—1—30‘5‘70—1_&25”8) :|
Observacion. Resultados andlogos pueden obtenerse también para los siguientes dominios:

i) Corona circularen R%: Q = {(r,0) : 1y <7 <1r3,0 <6 < 27},
ii) Corona circularen R3: Q = {(r,0,¢) : 71 <r <r3,0< 0 <2m,0< o < 7}.
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