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Resumen. Se considera un problema de Stefan a dos fases para un material semi-infinito con coefi-
cientes térmicos variables, dependientes de una potencia de la temperatura. Mediante la transformacién
de similaridad, se obtiene un problema diferencial ordinario equivalente. Por un lado, se prueba la exis-
tencia y unicidad de solucién, imponiendo una condicién de Dirichlet en el borde fijo. Por otra parte,
se obtienen soluciones aproximadas mediante el método de Tau, basado en la matriz operacional de
las derivadas de los poliniomios de Chebyshev. Para el caso particular que surge cuando se consideran
coeficientes térmicos constantes, se compara la solucidon exacta disponible en la literatura con las apro-
ximaciones obtenidas con el fin de testear la exactitud del método de aproximacion empleado.

Keywords: Variable thermal coefficients, Stefan problem, similarity-type solution, Tau method.

Abstract. A two-phase Stefan problem for a semi-infinite material with power-type temperature depen-
dent thermal coefficients is considered. By using the similarity transformation, an equivalent ordinary
differential problem is obtained. On one hand, the existence and uniqueness of the solution are proved
by imposing a Dirichlet boundary condition at the fixed face. On the other hand, approximate solutions
are obtained using the Tau method, which is based on the shifted Chebyshev operational matrix of dif-
ferentiation. For the particular case that arises when considering constant thermal coefficients, the exact
solution available in the literature is compared with the approximate one in order to test the accuracy of
the employed approximation method.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de Stefan con cambio de fase son cruciales para entender fendémenos como
la transferencia de calor y la solidificacién o fusién de materiales. Estos problemas describen
la distribucién de temperatura y la ubicacion de la frontera entre fases sélida y liquida. Algu-
nas aplicaciones incluyen la solidificacién de aleaciones, la fundicién continua de acero y la
criopreservacion de células.

La formulacién clasica de los problemas de Stefan simplifica el modelo asumiendo coeficien-
tes térmicos constantes, como la conductividad térmica y el calor especifico. Sin embargo, se
han desarrollado extensiones para abordar escenarios mas complejos, incorporando coeficientes
térmicos variables que cambian con la temperatura o el tiempo Bollati et al. (2024); Bougoffa
et al. (2023).

Las soluciones explicitas de los problemas de Stefan son complejas debido a su naturaleza
no lineal, por lo que se limitan a casos especificos. Esto hace necesario el uso de métodos
de aproximacién, como el método de Tau desarrollado en Lanczos (1938) y Ortiz (1969) , que
utiliza polinomios de Chebyshev desplazados para resolver numéricamente diversos problemas.

Aunque el método de Tau se ha aplicado exitosamente en diversos campos, su utilizacion
en problemas de cambio de fase con frontera movil ha sido relativamente escasa en la litera-
tura. Uno de los primeros trabajos relevantes en esta area fue AliAbadi y Ortiz (1998), y mas
recientemente en Kumar et al. (2019, 2020) se ha aplicado el método de Tau a problemas con
conductividad térmica variable entre otras particularidades.

El objetivo de este trabajo es probar la existencia y unicidad de la solucién para un problema
de Stefan a dos fases con coeficientes térmicos variables dependientes de la temperatura. Se
desarrolla un cédigo en Scilab usando el método de Tau con polinomios de Chebyshev despla-
zados y se evalua la precision comparando las soluciones exactas con las aproximadas.

2. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCION

Se considera el dominio 2 = (0, +00) que representa el material semi-infinito, el cual, para
cadat > 0 se puede descomponer en cuatro regiones: Q0 = I'p U T (t) U Q;(¢) U Q,(t), donde:
['p = {z = 0} es la frontera Dirichlet; I'(t) = {x = s(¢)} es la frontera libre; 2, (¢) = (0, s(t))
representa la parte solidificada del material, mientras Q5(t) = (s(t), +00) es la parte liquida.
Este proceso puede describirse mediante el siguiente problema de Stefan a dos fases:

Problem (2PSP): Hallar (u, s) tales que V¢ > 0:

per(ur) 2 = 2 (ky(ug) 92, x € (1), (1)
pea(ug) 2z = 2 (ky(up)92) x € Qu(t), (2)
ug(+00,t) = uz(x,0) = U, x €, (3)
uy(z,t) = ug(x,t) = uy, x e T(t), 4)
uy(z,t) = o, x €T'p, 5)
Fy (ua (2, 1)) 52 (0, 1) — ko (ua(, 1)) 52 (x, 1) = pl(t), z e (1), (6)
s(0) =0, 7

donde u = u(x,t) representa la temperatura dada por u = uy(z,t) en Q1(t) y u = ug(z,t) en
Os(t), p > 0 es la densidad de masa, ¢ > 0 es el calor latente por unidad de masa, ug representa
a la temperatura impuesta en ['p, u., es la temperatura inicial del material y u es la temperatura
de cambio de fase en I'(¢) siendo up < ug < Uso-
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La conductividad térmica y el calor especifico dependen de la temperatura en forma poten-
cial:

ki(u) = K (1+6 (ugg—:")p> ci(w) = (146 (:—:u)p) ®)

donde § > 0y p > 0 son parametros conocidos, k! > 0 representa la conductividad térmica

de referencia 'y ¢ > 0 al calor especifico de referencia. Se define ademads la difusividad térmica

s
en cada fase por a; = —4

prd El indice ¢ = 1 (s6lido), + = 2 (liquido) se referird a cada fase del
material. l

Buscaremos soluciones de tipo similaridad al problema (2PSP), expresando a u = u(x,t)
como una funcién de la variable de similaridad 7:

yi(n) = %,fft) > 0, con =g, rE 9)

Teniendo en cuenta la condicién (4), la frontera libre toma la forma s(¢) = 2\\/ast, donde
A > es un coeficiente adimensional desconocido.

Teorema 2.1. Asumiendo

H: pdeRI, XeR' 4 €C*0,)), € C*(\ +00), (10)
el problema (2PSP) tiene una solucion de tipo similaridad (u, s) dada por

ur(z,t) = (us — Uso) W1 (%/La?) + Uso, z € (t), (11)

ua(,1) = (s = ue0) 2 (5557 ) + e v € (1), (12)

s(t) = 22V ast, (13)

si y s6lo si (y1,ya, A) es una solucion al siguiente problema diferencial ordinario (ODPn) defi-
nido por

2am(1+ 0yy(n))yy(n) + [(1 +0y7(n)yi(n)]" =0, ne(0,x), (14
Z/l(o) = /817 yl()\) = 17 (15)
2n(1 4 oy5(n))ya(n) + [(1 + dy5(n))ya(n)] = 0, ne A\ +o0),  (16)
y2(A) =1,  ya(400) =0, (17)
Y0 = B0 = 55 (18)

donde los pardmetros adimensionales 31, o y Ste (niimero de Stefan) estdn dados por
Br=t=wo ] a=25(,  Se= Al (19)

Lema 2.1. Bajo la hipétesis H dada por (10), (y1,ya, A) es una solucion al problema (ODP)
siy sélo si (Y1, Y2, ) es una solucion del siguiente problema funcional (FPn) dado por

i) + 5t ) = (B + 25807 ) — AR, nel0,n, Qo)
voln) + A ) = (1+ 555 ) 26, ne+o), @D
Aexp(—a)?) Bexp(—)\?) _ +ar
srflz\/&)\) - irgz(k) = S M (22)
k.O
donde A= By —1+ 5 (B =1) > 0y B = o (14 57) > 0.
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Lema 2.2. Asumiendo la hipétesis H dada por (10), el problema (FPn) tiene tinica solucion.

Demostracion. Definimos la funcién g(z) = A;’E‘EE/_EZZ;) — Bew(=2") para 2 € R*. Por las

erfc(z)
propiedades de dicha funcién existe un tnico A > 0 solucién de (22). Luego reescribimos (20)

y (21) como F' (y1(n)) = Hi(n) conn € [0, ]y F' (y2(n)) = Ha(n) con n € [\, +00), siendo

Hmﬂz&ﬁi%%“—AﬂwgynemALHmn:(L+ﬁ0§§@neLx«mymr

lo tanto, es fécil ver que las funciones y; € C*(0,\) y yo € C?*(\,+00) dadas por y;(n) =
F7Y(Hi(n)),n € [0,)\] ; yo(n) = F~' (Hy(n)), n € [\, +00), estén bien definidas y son las
tnicas soluciones a las ecuaciones (20) y (21), respectivamente.

]

Los lemas previos permiten establecer el siguiente resultado principal:

Teorema 2.2. Bajo la hipdtesis H dada por (10), sea (y1,y2, A) la tinica solucion al problema
(FPn). Luego, (u, s) dada por (11)-(13) es la vnica solucion de tipo similaridad al problema de
Stefan (2PSP).

3. SOLUCIONES APROXIMADAS AL PROBLEMA (2PSP)

En esta seccidn, vamos a obtener una solucién aproximada al problema de Stefan (2PSP)
aplicando el método de Tau basado en la matriz operacional de diferenciacién de Chebyshev
desplazada.

Con el fin de obtener soluciones aproximadas al problema (2PSP), siguiendo Bollati et al.
(2024), se asume en la fase liquida la existencia de una capa térmica 7(¢) > s(t), mas alld de la
cual no hay transferencia de calor. Matematicamente, esto equivale a asumir que para x > 7(t),
el material se encuentra a una temperatura de equilibrio y por lo tanto:

Ba(F(),1) =0,  w(f(t),1) = ~uew,  1>0. 23)

Por esta razon, se considera un nuevo problema de Stefan en el dominio (NZ(t) = (0,7(t))
para cada ¢ > 0O teniendo en cuenta las suposiciones anteriores:

Problem (2PSPN): Hallar (u,, us, S, 7) tal que para todo ¢ > 0:

pcl(ﬁl)a—% = é% (k’l(aﬁ%) y S Ql(t)7 (24)
pCQ(az)a,—atQ = % (k’g(ﬂg)%) s HAS ﬁ?@)? (25)
a2<l‘,t) = ~Uco, S foo(t% (26)
U (z,t) = o, t) = us, zel(t), @7
ﬂl(x,t) = Uy, S FD7 (28)
key (i (2, 1)) 2 (z, ) — ko (tia(,t)) 22 (2, t) = pls(t), z e (), (29)
92 (1) = 0, velu(t)  (30)
5(0) =0, (31)
#(0) = 0, (32)

?onde%}z {x =0}, Qu(t) = (0,5(1)), (1) = {x = (1)}, Qult) = (5(1),7(t)) y T t) =
Tz =r(t)f.

A través del cambio de variables dado por (9) se puede establecer el siguiente resultado
inmediato:
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Teorema 3.1. Asumiendo la hipotesis
]TI : p75 S Ra_a X S R+a IE € (X7 +OO)7 gl S 02(07X)7 g? € CQ(Xa Z}:)a (33)

el problema (2PSPN) tiene tinica solucion de tipo similaridad (uy, uy, s, 7) dada por:

i (2,) = (s = o) B () + e v e (o) (34)
ia(,1) = (s = e0) B (5 ) + e v € (1), (35)

S(t) = 20aot,  F(t) = 2iVast (36)

si 'y sélo si (Y1, Ya, X, 1) satisface el problema diferencial ordinario (ODPnN) definido por

2an(1 + 65:" ()7’ (n) + [(1 + 65" (n)g' ()] = 0, ne0,X), 37
) =p,  H)=1, (38)
20(1+ 85" ()5’ (n) + [(1 + 655" ()52 () = 0, ne (i),  (39)
RN =1, R@E=0  7@=0, (40)
B — 8 ) = 555 (41)

donde los pardmetros adimensionales 31, o'y Ste fueron definidos en (19).

Con el fin de obtener soluciones aproximadas al problema diferencial ordinario en el dominio
acotado [0, z1], aplicaremos el método de Tau, el cual se basa en el uso de los polinomios de
Chebyshev.

Previamente presentamos algunas propiedades de los polinomios de Chebyshev, Raslan et al.
(2022) los cuales estan definidos en el intervalo [—1, 1] mediante la siguiente recurrencia:

To(z) =1, Ti(z) = =z, Ti(x) = 22Tj_1(x) — Tj_o(z), j=2,3,4,... (42)

Para utilizar los polinomios de Chebyshev en un intervalo general [a, b], introducimos los
polinomios de Chebyshev desplazados Abdelhamied et al. (2023); Hesameddini y Riahi (2018),
denotados por Tj[‘“b] (x) los cuales se obtienen mediante:

TNa) =Ty (Zr — 20), j=2,3,4,... (43)
con T\ (z) = 1y T*"(z) = sz — 2% Cualquier funcién f € L?[a,b] puede descompo-

nerse en la base ortogonal que forman los pohnomlos de Chebyshev desplazados. Sin embargo,
en la practica sélo se consideran los primeros (/N + 1)-términos:

f(x) }j T"(2) = AT (@), 2 € a,b], (44)
=0

t
donde A = [ag ay ... ay]y T1"(z) = [To[a’b](w) T (z) .. T (x)] son vectores de (N +1)
componentes. Siguiendo Sahlan y Feyzollahzadeh (2017) se deduce que

Tl (z) = TW,, X (2), (45)
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donde el vector X estd dado por X (z) = [1z 27 ... xN]t, T = [tx;] es la matriz (N + 1) x
(N + 1) definida por

coS (%”) si k=0,1,...N, 7=0
o 2k—1 si k=j=1,2,.,N
ki sgn (tk—l,j—1> <2|tk—1,j—1| + |tk—2,j|) if k= 2,3, ceey N,j = 1, ceey k—1
0 otro caso

y Wap = [wy;], es la matriz (N 4+ 1) x (N + 1) donde

wk:{ (5 (227 (%) st k=0,1,.,N, j=0,1,..k
! 0 si k<

Teniendo en cuenta Raslan et al. (2022), la derivada de orden n del vector 7! (z) dada por
(45) puede escribirse como:

(TN ™ (2) = T W,, B"X (), (46)
donde B = [by,], es lamatriz (N + 1) x (N + 1) definida por:

[+l s k=j+1,j=01N
ki — 0 otro caso

y n € N denota la potencia n-ésima de la matriz B. Luego, de (44), la derivada de orden n de
la funcién fy estd dada por

F (@) = AT W,, B"X (x). 47)

De este modo, las funciones incognitas J1 = 71(n) € C2(0,A) y 72 = J2(n) € C2(\, i) del
problema (ODP7N) se pueden expresar en funcion de los polinomios de Chebyshev como en
(44):

N
510n) % Ty (n Z T () = € TOMW (), nef0. ], (@8)
N Sl ~ ~
y2( ~ yQN Z d T[/\N HN] =D T[)\N’MN} (77)7 n € P‘N? ﬁN]a (49)
=0

donde C' = [¢g ¢y ... x|y D = [dy dy ... dy] son vectores filas de (N + 1) componentes que
deben ser determinados. De acuerdo a (45), se sigue que

Tiy(n) =C T W5 X(n), n€0.An], Toy(n) =D T W5 - X(n), 1€ Ay, fin]. (50)

De (50), y considerando que las derivadas pueden expresarse segun (47), el residuo Ry g, - (n)
para i = 1,2 se define por:

Ry, () = 205 (140(C T W3 X)) CTW, 5 BX
+op(CTW, 5, X)P ' CTW, 5 BXCTW, 5 BX
+ (1 +Ho(CT Wo,XNX)p> CTW, 3, B*X, (51)
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By, g, () = 21 (1 +o(DT WXMNX)P) DTWs_ . BX

+op(DTW; . X)P'DTW; . BXDTW;, . BX

NHEN

+ (148D T Wy, 5 X)) DTW;, ;. B2X. (52)

En virtud de las dos ecuaciones anteriores, a partir de ahora asumiremos que p > 1. De
acuerdo con el método de Tau, para minimizar los residuos en el sentido de que los primeros
(N + 1) términos de su serie espectral sean cero, generamos las siguientes 2N — 2 ecuaciones
no lineales para j = 0,1, ..., N — 2, donde (-, -) es el producto interno usual en L?(a, b):

~ )\N ~
(R0, (), TN (1)) = /0 Ry g1, ()T} )y = 0. (53)
7] & 7]
<RN, By (), T (n)> = /x RN, g, ()T (n)dn = 0. (54)
N

Considerando las condiciones (38), se obtiene que
CTW,5 . X(0) =51,  CTW, 5 X(Ay) = 1. (55)
De igual manera, de (40) se deduce que
DTWXNﬂNX(F):N) =1, DTWXNﬁNX(ﬁN) =0, DTWXN?/]NBX(/ZN) =0. (56)
Finalmente, la condicién (41) resulta equivalente a

(CTWy5, - BDTWs, 5. ) BX(w) = = 2 hw (57)

m )Ste

__ El' método de Tau consiste en obtener los vectores C'y D, asi como los pardmetros positivos
AN Y iy, resolviendo el sistema no lineal equivalente de 2N + 4 ecuaciones definido por (53)-
(57).

4. RESULTADOS NUMERICOS

En virtud de las equivalencias establecidas en los teoremas anteriores, en esta seccion ana-
lizaremos la precision de las soluciones aproximadas obtenidas para el problema (ODPnN)
mediante el método de Tau, compardndolas con la solucién exacta del problema (ODPr) pre-
sentada en la Seccidn 2.

La solucién exacta al problema (ODPn), asumiendo que la conductividad térmica y el calor
especifico son constantes positivas dadas k; = k?, c; = c?, estd dada por (11)-(13) cuando se
considera ¢ = 0. Si se fijan los valores Ste = 0,1, & = 0,9, u, = 2°C, us = 1,8°C', uy = 1°C,
Qg = 1,3""”72 y % = 1,1, entonces el pardmetro que caracteriza a la frontera libre exacta estéd
dado por A = 0,4005556. La solucién aproximada (v, Yo, » XN, iy ) al problema (ODP7yN) se
obtiene resolviendo el sistema no lineal (53)-(57) cuando 9 = 0. Para N =2, N =3, N =4y
N = 5, las soluciones de los sistemas no lineales de 2N + 4 ecuaciones definidos por (53)-(57)
se presentan en la Tabla 1. B

Debido a la similitud entre los coeficientes A y Ay, para apreciar la diferencia entre las
fronteras libres aproximadas y exacta, la Figura 1(a) muestra el error absoluto ey (t) = |s(t) —
Sn(t)|, donde Sy (t) = 2Any/aal, para N = 2.3,4,5 en el intervalo de tiempo ¢ € (0,5) s.
Como era de esperar, el error absoluto aumenta respecto del tiempo ¢ y disminuye a medida que
N aumenta.

Copyright © 2024 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional


http://www.amcaonline.org.ar

798 J. BOLLATI, T. CAO-RIAL, M.F. NATALE, J.A. SEMITIEL, D.A. TARZIA

Tabla 1: Soluciones al sistema no lineal (53)-(57) para d = 0

N AN N Vector de coeficientes C'y D para y; ., i = 1, 2 respectivamente
0,4068404 | 1,6330352 | [2,9636606 — 2,0000000 0,0363394]
[0,3750000 — 0,5000000 0,1250000]
[2,9648161 — 2,0055373 0,0351947 0,0055324]
[0,3108273 — 0,4679717 0,1888369 — 0,032445]
4 | 0,4007662 | 2,2194037 | [2,9642863 — 2,0055161 0,0359064 0,0055716 — 0,0002002]
[
[
[

[\

3 | 0,4002221 | 2,1869234

0,2981045 — 0,4684118 0,2057383 — 0,0328739 — 0,0043209]
2,9642907 — 2,0055606 0,0358661 0,0055745 — 0,0001568 — 0,0000139]
0,2871744 — 0,448296 0,2122791 — 0,0551898 0,0005464 0,0034858]

5 | 0,4005504 | 2,4391824

La Figura 1(b) muestra el error absoluto Ex(n) = |y(n) — yn(n)| en funcién de n € [0, fiy]
para N = 2, 3,4, 5, donde

o 91(77) Si 776[07)\]7 ~ _ gl]v(ﬁ) Si nG[O’XNL
y(”>‘{ () sine o), IV =TT G e Do i

0.035 0.06

——— B
v+ 4 B
Ei(n)
o o 0 Ein)

0.055 | /

0.03
[ 0.05 4 i

0.045 |
0.025
0.04 H |

8 = 0.03 o

0.015 0.025

|

|

|

|

|

|

|

|

0.02 ] 0.035 o I
|

|

|

|

0.02 - |
0.01 4 |
0.015 o |
|

0.01 4
0.005

0.005

— 00000

e I,
T T T T

4 4.5 5 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6

0000
T

(a) en(t), N =2,3,4,5hastat = 5s (b) En(n)para0 <n < pn, N =2,3,4,5

Figura 1: Errores absolutos cuando § = 0 (coeficientes térmicos constantes)

Las Figuras 1(a) y 1(b) muestran que los errores absolutos mds pequefios para la frontera
libre s y la funcidn y se obtienen con /N = 5. La Figura 2(a) compara la funcion exacta y con la
aproximada y = y5 y revela la discontinuidad de la derivada sobre la frontera libre. La Figura
2(b) muestra la proximidad entre la frontera libre exacta x = s(t) y su aproximacion numérica
x = $5(t), y como la capa térmica 7(t) simula la frontera infinita del problema de Stefan.

Estos resultados confirman que el método de Tau utilizado para obtener las soluciones apro-
ximadas es eficiente y preciso en el caso en que se consideren coeficientes térmicos constantes.
Ademais, como era de esperar, concluimos que cuanto mayor es el orden de la matriz de dife-
renciacion, mds precisos son los resultados.

Una vez analizada la precision del método de Tau en el caso en que los coeficientes tér-
micos son constantes, aproximaremos la solucién del problema (ODP») utilizando el proble-
ma (ODPnN) para coeficientes térmicos lineales, dados por (8) con p = 1. Consideraremos
los valores fijos Ste = 0,1, « = 0,9, uy, = 2°C, us = 1,8°C, ug = 1°C, ap = 1,3, mTQ,
% = 1,1y 0 = 0,1. Primero, se calcula el coeficiente que caracteriza la frontera libre exac-
ta, A = 0,4518618, que se obtiene como la tnica solucién de (22) para p = 1. Ademas, se
obtienen las soluciones aproximadas a los sistemas no lineales definidos por (53)-(57), para

N = 2,3,4,5, cuyos resultados se presentan en la Tabla 2.
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v =yln) 7
0 O 0y=uln + o+ 4+ r=35()
——— =7

@y=yn),y=9ys(n)para0 <n<jpsyd=0 (b) 5,55 yrhastat =5sparad =0

Figura 2: Soluciones exactas y aproximadas para N = 5 con § = 0 (coeficientes térmicos constantes)

Tabla 2: Soluciones al sistema no lineal (53)-(57) parap = 1

N AN oN Vectors C' and D for coefficients of 3/; ., @ = 1, 2 respectively

0,4405534 | 1,6794467 | [3,0344871 —2 — 0,0344871]

0,375 — 0,5 0,125]

3,0342796 — 2,0038005 — 0,0342796 0,0038005]

[0,3257571 — 0,4753785 0,1742429 — 0,0246215]

(3,0341713 — 2,0038239 — 0,0344134 0,0037727 0,0000418]

0,2962458 — 0,4647085 0,2066089 — 0,0357906 — 0,0040166]

5 | 0,4357936 | 2,4544558 | [3,0343772 — 2,0038335 — 0,0344292 0,0038433 0,0000520 — 0,0000097]
[0,2890845 — 0,4503434 0,2115404 — 0,0534747 — 0,0006249 0,0038181]

()

3 | 0,4355255 | 2,1068305

4 | 0,4356756 | 2,2920901

Debido a la similitud entre las soluciones exactas y aproximadas para N = 2, 3,4, 5, resulta
visualmente dificil observar las diferencias entre ellas. Por lo tanto, en la Figura 3(a) nos cen-
tramos Unicamente en el caso particular N = 5 y representamos la funcién exacta y = y(n)
dada por (20) y (21), asi como la funcién aproximada y = y5(n) dada por (50), para valores
de n € [0, 5] con ji5 = 2,4544558. Ademds, para este caso, en la Figura 3(b) mostramos
la frontera libre exacta z = s(t), la frontera libre aproximada x = §5(¢), y la capa térmica

7(t) = 2psy/ast parat € (0,5) segundos.

@y=yn),y=ys(m)para0 <n<psyp=1 (b) s, 55y T hastat = s parap = 1

Figura 3: Soluciones exactas y aproximadas para N = 5 con p = 1 (coeficientes térmicos lineales)
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S. CONCLUSIONES

Se analiz6 un problema de Stefan unidimensional para la solidificacién de un material semi-
infinito con coeficientes térmicos dependientes de la temperatura y una condicion de Dirichlet
en el borde fijo. Se derivé en un problema diferencial ordinario equivalente y este tltimo en un
problema funcional a partir del cual se demostr6 la existencia y unicidad de la solucion. Se ob-
tuvieron ademds aproximaciones numéricas mediante el método de Tau con matrices operacio-
nales de Chebyshev desplazadas, cuya precision se validé comparando con soluciones exactas.
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