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Resumen

Se considera un cuerpo semi-infinito x > 0 en su
fase liquida (p. ej., agua) a una temperatura inicial
6, > 0 teniendo un flujo de calor saliente ho/\/t
(ho > 0) en el borde fijo x = 0. Se estudia el problema
incluyendo el movimiento inducido por el cambio de
densidad en la transicion de fase. -

Si ho > k, 6, /a, </ existe una solucién del tipo de
Neumann, para el problema de Stefan a dos fases resul-
tante. Si se conecta dicho problema con el de Neu-
mann (sobre x = 0 se impone una temperatura —d <0)
se obtiene la desigualdad: erf (v/a,) < d/8, (o,c,k,/
pyCyk,)?, para el coeficiente y dela frontera libre
s(t) = 2y\/t, donde k;, pj, c;j son,respectivamente, la
conductividad terrmca la densidad de masa y el calor
especifico, y ] = k;/pic; la difusividad térmica co-
rrespondientes a la fase i (i = 1: fase sdlida; i = 2:
fase liquida).

En cambio, si ko < k,e,,/a,sf; no existe solucién
del problema inicial con cambio de fase, resultando ser
slo un problema de conduccién de calor para la fase
liquida.

Se considera el problema de Stefan a dos fa-
ses para un cuerpo semi-infinito que tenga en
cuenta el salto de densidad bajo un cambio de
fase. Sin pérdida de generalidad se tomard que-

Abstract

We consider a semi-infinite body x > 0 in liquid
phase (e.g., water) with an initial temperature 6, > 0
that has an outward heat flux h(#) = ho/\/t (ho > 0)
in the fixed face x = 0. We enlarge the problem by
taking into account the effect of the density change
occurring during the phase change.

If ho > k,0,/a,\/n, there exists a solution of
the Neumann type, for the resulting two-phase Stefan
problem. If this problem is connected with Neumann’s
(on x = 0 the body has a temperature —d < (0), the
following inequality is obtained: erf (y/a,) < d/o,
(p,c,k, |pyc k)12 for the coefficient «y of the free
boundary s(f) = 21/t, where kj, p;, c;, are respective-
ly the thermal conductivity, the mass density and the
specific heat, and a} = kj/pic;, the thermal diffusivity

coefficient of the corresponding i phase (i = 1: solid

phase; i = 2: liquid phase).

If ho < k,0,/a,\/x there is no solution for tife
solidification problem, we just have a problem of heat
conduction in the initial liquid phase.

We shall consider the two-phase Stefan
problem for a semi-infinite body taking into ac-
count the density jump under the change of
phase. Without loss of generality, we take null
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la temperatura del cambio de fase es nula. Se
hallard la funcién s = s(#) > O (frontera libre),
definida para ¢t > 0, y la temperatura

0,(x,5)<0 si(if)
si (if)
si (if)
definida para x > 0 y ¢ > 0, de manera que sa-

tisfagan las siguientes condiciones (problema
P1): '

C0(x, )= 0

02(x,£)>0

alelxx=0” , 0<x<3(t) t>0

0lz"zxx+pl;,—pz-‘:'v(l‘)ezx“'=02t , x>s(1) , t>0
. 2

0:1(s(0),))=0

02 (s(1),t)=0
k16yx(s(0),t) — k, 0_2x(s(t),t) =p0,2() , t>0
0; (x,0)=60>0 ,

s(0) =

0:(0,5)=-d<0 ,

Se considerard también el siguiente problema
P2: hallar {s(¢), 6(x,t) }de manera que satisfa-
gan las condiciones (2)«8) y (10), donde

k10:1x(0,6)=h(t)=

'y h(t) representa el flujo de calor saliente en el
borde fijo x = 0 del material. Se probara que no
siempre existe una solucién del tipo_de Neu-
mann para el problema P2, Mas atn, la solucién
explicita existe si la constante ho satisface una
cierta desigualdad (16). Este trabajo generaliza
(Tarzia, 1981-82) considerando el salto de den-
sidad en el problema de cambio de fase para un
material semi-infinito, y fue presentado en
(Bdncora, 1981; Béncora y Tarzia, 1982). Si-
gulendo la idea de Neumann para el problema
de Stefan a dos fases (Brillouin, 1930-31; Carls-
law y Jaeger, 1959; Rubinstein, 1971; Weber,
1901), la solucién del problema (P1) estd dada
por: ‘

Lat. am. j. heat mass transf.

phase temperature, that is, we shall find the
function s = s(t) > 0 (free boundary), defined
for t >0, and the temperature

0<x<s(p) , t>0
x =s(1) , t>0 )
s()<x , t>0

defined for x >0 and >0, such that they satis-
fy the following conditions (problem P1):

(2)

(3)

, t>0 (4)
, t>0 (5)
(6)

x>0 (7

0 (8)
t>0. (9)

We also consider the following problem P2: we
find {s(r), 0(x,r)} such that they satisfy the
conditions (2)«8) and (10) where

ho

Vi

and h(t) represents the outgoing heat flux in
the fixed face x = 0 of the material. We shall
prove that there is not always a solution of the
Neumann type for the problem P2. Moreover,
the explicit solution exists if the constant ho
satisfies a certain inequality (16). This paper
generalizes (Tarzia, 1981-82) considering the
jump density in the phase-change problem for
a semi-infinite body and it was presented in
(Bdncora, 1981; Bdncora and Tarzia, 1982).
Following Neumann’s idea for the two-phase
Stefan problem (Brillouin, 1930-31; Carslaw
and Jaeger, 1959; Rubinstein, 197]1; Weber,
1901), the solution of problem (P1) is given
by:

t>0 (10)
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.

k s() =2n"* ,

donde

Ai(n)=-d ,

1—f(7/ao)

y 7 €s la tnica solucién de la ecuacién
F(7) =7

con
(

r 01(x,t)=Al +Blf(

02(x,t)=A2 +B2 f({&l +

By(y) =

A, (7) = —'00 f(7/a0)

, v>0

DOMINGO ALBERTO TARZIA

X

)

X

24T ) (1

v>0,

where

(1) =] e () au = et )
o |

d
f(vfay)

, Ba(y) =

(12)
6o
1-f(v/ao)

and v is the unique solution of equation

(13)

with
ks

que satisface las siguientes propiedades:

F(O”') = 400 | F(+oo) = _oo ,

F(7) =—KL__B, (y) ex (‘72 _
Qplal\/; ! P .ajf

)
B, (7) exp (—ﬁ—)

0

20ya,\/T (14)

which satisfies the following properties:

F’'<o. (15)

Para el problema (P2) también se obtiene la Also for the problem (P2) we obtain the follow-

siguiente

- Propiedad 1:

Existe una solucién del tipo. de Neumann pa-

ra el problema (P2), si y sélo si

o > -2 8o

a;;ﬂ -

En este caso, la solucion de (P2) estd dada por:

Ing

Property 1:

There exists a solution of the Neumann type
for the problem (P2) if and only if

’k c
8o zp: 2

In this case, the solution of (P2) is given by:

(16)
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( 6:(x.1)=C, +D,f(2‘: ‘t)

{ 0:(x,1)=C, +D2'f(8, + -2;25?) (17
\ s =2Vt , w>0
donde where
[y = - Yoo f(“’)  Due) =T
kl a
eof(i) 0
{ Cw)=-——2" Dy(w)=—2 (18)

)

| €l
| o

y w es la unica solucion de la ecuacion

t

and w is the unique solution of the equation

Fo(wW)=w , w>0 (19)
con with —o?
, exp (——-—az )
ho —W k200 . 0
Fo(w) = ex .
o) P12 p( ai ) Plgaz\/— 1_f_.w_.
ao :
Demostracion Proof

Se usa el método similar a (Tarzia, 1982) y

las siguientes propiedades de la funcién Fy:

1
= —|ho
PlQ(

k200

cal

Fo(0*

Observacion 1:

1) Si ho < k,00/a;7/7 no existe solucion al
problema de solidificacién (P2), se tiene real-
mente un problema de conduccion del calor en
la fase liquida inicial;

2) El caso ho = ky04/a;\/m corresponde al
caso limite del problema (P1) cuando £ = +o°.

We use a method similar to (Tarzia, 1981-
82) and the following properties of the func-
tion Fy

Fo(+99) = —oo, Fy <O0. (21)

Remark 1:

1) If ho < k,0/a;\/7 there is no solution
for the solidification problem (P2), we just have
a problem of heat conduction in the initial lig-
uid phase;

2) The case ho = k;0, /azv"i_r corresponds to
the limit case of problem (P1) when £ = +o0
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Observacion 2: |

También pudo obtenerse la desigualdad (16)
como sigue: se plantea el siguiente problema de
conduccién del calor para el material semi-
infinito x > 0, que inicialmente estd en la fase
liquida a la temperatura constante 8, (se supo-
ne que su temperatura de fusion es 0°C), es

decir
(

| 2 Tx(0, t)=7——

La solucién de (22) est4 dada por:

T(x,2) = 6, —-;2 a\/merfc (
2

donde (where)

La temperatura calculada enx = O es

umn=%-§3@v?,

2

la cual es constante en el tiempo. Por lo tanto,
el material semi-infinito que estd inicialmente a
la temperatura 6y, y que estd siendo enfriado
por el flujo de calor ho/A/z, tendrd un cambio
de fase si y s6lo si:

0o ——a2\f-<0

que es la desigualdad (16). Este método, dado
en Solomon y col.(1983) para el caso p; = p,,
permite obtener (16) pero no la soluciéon del
problema (P2).

Observacion 3:

Otro método para obtener la desigual-
dad (16) consiste en introducir la masa como
variable espacial definiendo el siguiente cam-
bio de variables (Quilghini, 1965)

[ e(®=ps@)

-

1

Vz(y,t) = 02 (Pz—pl
\ [

{ Tx,00=60,>0 , x>0

Vl(y,t)=01(—':—, t) si(if) 0<y<e(r) , t>0

Remark 2:

We can also obtain inequality (16) as follows:
we state the following heat conduction problem
for the semi-infinite body x > 0, that is initially
in liquid phase, at a constant temperature 8,
(we have assumed that its temperature of fusion
is 0°C), that is:

@ Txxy =Ty , x>0 , t>0

(22)
t>0.
The solution of (22) is given by:
x
2a;,\/1)
(23)

“erfe(x) =1 — f(x).

Since the temperature calculated in x = 0, is

t>0 (29)
which is constant in time. Hence, the semi-
infinite material that is initially at temperature
0o _and that is being cooled by a heat flux ho/
\}t_, will undergo a phase change if and only if:

(25)

which is the inequality (16). This method, given
in Solomon et al. (1983), for the case p, = p,,
allows us to obtain (16) but not the solution of
problem (P2).

Remark 3.

Another method to obtain inequality (16}
consists in introducing the mass as a space
variable by defining the following changes of
variables (Quilghini, 1965)

(26)

s(t)+.p£’. ',t) si(if)y y>e(t) , t>0
2 . N

219



Rev. latinoam. transf. cal. mat.

con lo cual las condiciones (2)-(8) y (10) se -

transforman en (2°)-(8") y (9°), donde

Lat. am. j. heat mass transf.

then con’diﬁo'ns (2)48) and (10) are transform-
ed into (2°)(8’) and (9’), where

Dy Viyy =Vir , 0<y<e(® , t>0 )
D, Vayy =Var , e()<y , t>0 (3)
Vi(e(),)=0 , t>0 (4)

Va(e(£),t)=0 , t>0 (5)

kipy Viy(e(2),t) —kzp Vay(e(),0) =2é() , t>0 (67)
Va(,00=6 , y>0 (7)

e(0)=0 (8)

K1p1 V1,(0,0) 2% , t>0. (9)

Las condiciones (2°){8’) y (10’) representan
un problema de cambio de fase con densidades
iguales y por lo tanto utilizando (Tarzia, 1981-
82) se obtiene que

ho >i‘l_k_2£.2.

vm/D,

que es la desigualdad (16). ‘

Como dy = C,(w) <0, se puede considerar
el problema (P1) para d =d, y de este modo se
obtiene la siguiente

Propiedad 2

Si la condicién (16) es vilida y se toma
d = d, en el problema (P1), se tiene:

1)y =w; '

2) el coeficiente v, que caracteriza la fronte-
ra libre en el problema (P1), verifica la siguiente
desigualdad:

Y d Joiciky
—)] < _g}:
f(al) Oofp2c2k

Demostracion

1)

Conditions (2°)8’) and (10’) represent a
phasechange problem with the same densities
and then by using (Tarzia, 1981-82), we obtain
that .

~B0k;

(12\/17 \

which is the inequality (16).

Since dy = C,;(w) < 0, we can consider the
problem (P1) for d = d, and so we obtain the
following

(27)

Property 2

If the condition (16) is valid and we take
d =d, in problem (P1), we have: -

1)y =w;

2) the coefficient 9, which characterized the
free boundary in problem (P1), verifies the fol-
lowing inequality:

(28)

Proof
k,

ho kz 02

_ Kk [—w?
Fw) = sl By e (5

= exp —w’)
ai

20,

- B, (w) exp —-rw2
Qplazx/? 2 a

0
) '
exp
%o _/=Fy(w) = w,

Rprax\m 1_f(_"i)
ao
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y de la unicidad de  en la ecuacién (13) se de-.
duce ¥ = w;

2) Con 1) se deduce que el problema (P1) es
equivalente al problema (P2). Entonces, la desi-
gualdad (16) para el problema (P1) es transfor-
mada en (28). _

Observacion 4

Para el caso p, = p, se obtienen los resulta-
dos dados en (Tarzia, 1981-82).
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.and from the uniqueness of v in equatlon (13),
we deduce v = w;

2) With 1), we deduce that problem (P1) is
equivalent to problem (P2). Then, the inequali-
ty (16) for the problem (P1) is transformed
into (28).

Remark 4

~ For the case p, = p, we obtain the results
given in (Tarzia, 1981-82).
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Nomenclatura Nomenclature
calor especifico de la fase s6lida ¢ specific heat of solid phase
calor especifico de la fase liquida Ca specific heat of liquid phase
temperatura en el borde fijo —d <0 temperature in the fixed facex =0
funcién de error erf error function
funcién de error complementana erfc complementary error function
flujo de calor en el borde fijo x = 0 h(f)  heat flux in the fixedface x =0
coeficiente definido por la ecuacién (10) ho >0 coefficient defined by equation (10)
conductividad térmica de la fase sélida k, thermal conductivity of solid phase
conductividad térmica de la fase liquida ky thermal conductivity of liquid phase
calor latente de fusién 2 latent heat of fusion
posicibn de la interfase sdlido-liquido s(?) position of the solid-liquid interface
(frontera libre) al instante ¢t > 0 (free boundary at time ¢ > 0)
tiempo t>0 time
variable espacial x>0 space coordinate variable
Letras griegas Greek letters
difusividad térmica de la fase solida z:/_‘;‘ , thermal diffusivity of solid phase.
, 2
difusividad térmica de la fase liquida :2 ;,”26 thermal diffusivity of liquid phase
. 2/P2€C2
densidad de masa de la fase sélida P mass density of solid phase
densidad de masa de la fase liquida P2 mass density of liquid phase
temperatura definida parax >0,7>0 0(x,t) temperature defined forx >0,¢>0

temperatura de la fase s6lida definida pa-

- ra0<x<s(n),t>0

- temperatura de la fase liquida definida
parax >s(1),t>0

temperatura inicial

6,(x,t) solid phase temperature defined for

0<x<s(f),t>0

0,(x,t) liquid phase temperature defined for

x>s8(0),t>0

00>0 initial temperature
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