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Introduccion al Calculo Fraccionario LM - UNR

1. Breve introduccion historica

sAlguna vez nos planteamos en nuestro transcurso por los cursos de matemdtica qué significaria
hacer D'/?f(x)?

La idea de generalizar la nocion de derivada para valores no naturales, surgioé con el nacimiento
del propio Célculo Diferencial. En aquel entonces se planted la cuestion del sentido que tendria
una derivada de orden fraccionario en vez de natural; por ello se le asignd originalmente el
nombre de Cdlculo Fraccionario. Mas tarde se ampli6 el alcance de la pregunta anterior: ;Se
podrd derivar respecto de un nimero cualquiera, fraccionario, irracional o complejo?. Veremos
que esto es posible y, por ende, deberfamos sustituir el término de “Célculo Fraccionario” por
el de “integracion y diferenciacion de orden arbitrario”. Sin embargo el origen historico, en este
caso, ha tenido mas peso y, la bibliografia actual acerca de este tema se encuentra bajo el titulo
“Calculo Fraccionario”.

La notaciéon de Leibnitz D™ f(x) o %Ef), empujo en 1695 a L’Hopital a preguntarle “;Qué
sucede si n es 1/2 ?”. Leibnitz respondio: “ Usted puede ver por eso, senor, que uno puede
expresar por una serie infinita una cantidad como d'?xy o d*?xy . Aunque las series infinitas
y geométricas son relaciones distantes, las series infinitas admiten solo el uso de exponentes
que son enteros y no hacen, todavia, el uso de exponentes fraccionarios.” Después en la misma
carta, Leibnitz continua profetizando: “Esta es una aparente paradoja que algun dia mostrard

sus utiles consecuencias’ .

En 1730, Euler escribio:“Si n es un entero positivo, ‘dn’ puede ser encontrada con derivacion
continuada. De tal manera, sin embargo no es evidente sin es una fraccion; pero con la ayuda
de la interpolacion uno puede expedir el asunto”.

La primera referencia en un texto a una derivada de orden arbitrario aparece en un libro de
1819 del matematico francés Lacroix, en el que dedica a este tema dos paginas de las 700 que
lo constituyen. Lacroix desarroll6 un ejercicio meramente matemético generalizando el caso de
orden entero. Hagamos nosotros mismos el ejercicio: Consideremos la funciéon y = z", cuyas
derivadas m-ésimas estan dadas por:

am n! -

dxmy:(n—m)!x n,meNn>m

Utilizando la funcion Gamma para generalizar los factoriales, sustituyendo m por 1/2, n por
un nimero a real positivo cualquiera y suponiendo x > 0, obtenemos:

d1/2 F(a—i—l) a1
)

d'?Y " T(a+ 1)

que “ representaria la derivada de orden 1/2 de la funcion f(x) = z® ”. Para a = 1, tenemos
d'/? (2 1 2
dxl/? '(3/2) 1/21°(1/2) NZs
y este resultado coincide con la definicion de “derivada fraccionaria de Riemann-Liouville ” que
veremos mas adelante.
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El paso siguiente lo did Fourier en 1822, al sugerir la utilizacion de la igualdad

+oo +oo T
/ APdN f(t)cos(Ax — tA + pg)dt

—00 —

dP 1
prAC

para definir la derivada de orden p arbitrario de una funcién que se comportase “suficientemente
bien 7, sin ser necesariamente una funcion potencia. Pero no proporcioné ejemplos o aplicaciones.

El primero en presentar una aplicacion fue de Abel en 1823, utilizando el Calculo Fraccionario
en la solucion de la ecuacion integral:

k= /z(:c — )" Y2f(t)dt

que se obtiene al plantear el problema de la tauticrona, es decir, el problema de determinar
la forma de una curva de modo tal que el tiempo de descenso de una masa puntual que se
desliza por ella sin friccion y bajo el efecto de la gravedad sea independiente del punto de
partida. Esta ecuacion integral, llamada de Abel, corresponde a un tiempo de deslizamiento
constante y conocido; la integral que en ella aparece, salvo por el factor multiplicativo ﬁ,
es la integral fraccionaria de orden 1/2 de Riemann-Liouville de la funcion f(z). Abel escribio
el lado derecho de la ecuacién como \/7?62‘?_—11//22]?(3:) Luego operd en ambos lados de la ecuacion
con dd;% y obtuvo:

d1/2

Wk =V f(x)

La solucion de Abel fue catalogada como “ elegante ”, lo que atrajo la atencion de Liouville,

quien después de una década volvié a trabajar en el Calculo Fraccionario, y en 1832 hizo el
primer gran intento de definir la derivada fraccionaria. El punto de partida de Liouville fue el
conocido resultado para las derivadas de orden entero m de la exponencial

Dmeaac — ameam

donde a es una constante real, que extendié de modo natural a las derivadas de orden p arbitrario

Dpeaz — apea:c

Entonces asumié que la derivada de orden arbitrario de una funcion f(x), que puede ser desa-
rrollada en una serie del tipo

f(x) = cheaw,
n=0

tiene la forma

o0
DPf(x) = Z cpale™®
n=0
Esta formula es conocida como la primera definiciéon de Liouville, con la obvia desventaja de
ser unicamente aplicable para funciones que se puedan expresar como serie de exponenciales, y
en dicho caso considerar aquellos valores de p para los cuales la serie converge.

Como esta definicion no lo satisfizo, Liouville opt6 por un segundo método basdndose en la
definicion de la funcion Gamma:
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1 :/ u e du a >0, x>0
0

donde, haciendo la sustitucion xu =t obtenemos:

o] tafl 1
I = / eldt e I =2T(a) &a "= ——1I
oz I'(a)

Liouville opera entonces con DP en ambos miembros y
DPp—@ — (_1)]) /OO ua—i—p-l—le—xudu
I'(a) Jo

de donde llega a su segunda definicion de derivada fraccionaria:

COT@tD) o,
Ia) T ) >0

Sin embargo esta definicion solo se aplica a funciones del tipo =% con a > 0.

DPy™ =

Otra vez estamos bajo una definicion que se aplica s6lo a un conjunto restringido de funciones.
Esto produjo contradicciones y criticas entre queines apoyaban la “definicion de Liouuville” y
quienes apoyaban la “definicion de Lacroiz”.

La atencion se desplazd entonces hacia la integral fraccionaria, pensando que quizas de ésta
se deduciria la definicién de derivada como la de su operador inverso izquierdo, en analogia al
caso entero. En esos mismos escritos de 1832, Liouville obtuvo la siguiente formula:

-p ) = 1 = Pl
(DPf)( )_(—1)pr(p)/0 P f(x+t)dt, R(p) >0

que hoy en dia, eliminado el factor (—1)?, es conocida por la definicion de Liouville por la
derecha de la integral fraccionaria de orden p.

Siguiendo esto, cabe mencionar un escrito de Riemann fechado en 1847, y de publicacion postu-
ma en 1892 en Gesammelte Werke. Buscando una generalizacion de una serie de Taylor obtuvo
la expresion

D7 f(x) = ﬁ / "o — 0P )+ ()

para la integral de orden fraccionario.

Debido a la ambigiiedad del extremo inferior de integracion ¢, Riemann considerd oportuno

anadir una funcién complementaria ®(x) de naturaleza indeterminada. Riemann se preocupa-
i . _ _ ,

ba por una medida de desviacion para el caso D, ?f(z) v «D,?f(z) cuando ¢ # .

El primer trabajo que finalmente condujo a la actual definicién de la integral fraccionaria de
Riemann-Liouville fue debido a N. Ya. Sonine en 1870, quien llamoé a su escrito “En la diferen-
ciacion con indice arbitrario ”, empezando con la formula integral de Cauchy. Pero fue Laurent
el que en 1884 lleg6 a formularla de manera definitiva. Su punto inicial fue también la formula
integral de Cauchy, que reduce la integral de orden entero n de una funcién real a una tnica
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integral de convolucién. Esto es,
Formula de Cauchy:

T = oy [ =

Laurent lleg6 a definir la integral de oreden fraccionario como

() = / Nw— P f(t)d, peR*

I'(p)
Cuando x > ¢ recuperamos de nuevo la definicion de la integral fraccionaria de Riemann, pero
sin la funcién complementaria; mientras que para a = —oo obtenemos la definicion de la inte-

gral fraccionaria de Liouville.

En los mismos afios, Griinwald (1867) y Letnikov (1868) afrontaron el problema de la diferen-
ciacion no entera, generalizando la definicion de derivada de orden entero, basada en el concepto
de cociente incremental, utilizando la siguiente formula

(DPf) (z) = h%w

donde (V} f)(z) = Z;‘:O(—l)j (5) f(x — jh), con [n = p|

Con la llegada del Siglo XX y los desarrollos del Anéalisis Matematico y de la Teoria de Funciones,
aparecieron nuevas formas integro-diferenciales fraccionarias.

En 1967 Caputo di6 una nueva definicion de derivada fraccionaria que permitiria interpretar
fisicamente las condiciones iniciales de los cada vez mas numerosos problemas aplicados que se
estaban estudiando.

En el ano 1974, tuvo lugar en Connecticut la primera conferencia internacional sobre el Calculo
Fraccionario, que sirvié de estimulo a numerosas publicaciones. La segunda conferencia tuvo
lugar en 1984 en Escocia, y la tercera en 1989 en Tokyo.

Actualmente es dificil encontrar un dmbito de la Ciencia o de la Ingenieria que no considere
conceptos del Calculo Fraccionario, y cada ano tienen lugar varios acontecimientos que lo ponen
de manifiesto.

Desde el punto de vista de la Matematica, es fascinante ver como el campo de las generaliza-
ciones “fraccionarias” da lugar al encuentro de varias disciplinas: entre otras, la teoria de las
probabilidades y los procesos estocésticos, las ecuaciones integro-diferenciales, la teoria de las
transformadas, las funciones especiales y el analisis numérico. De relevante importancia son
las aplicaciones fisicas en la teoria de la visco-elasticidad, en el estudio del fenomeno de la
difusion anémala y en la teoria electromagnética; pero podemos anticipar que también se va
despertando un interés cada vez mayor en otros d&mbitos muy distintos, por ejemplo, el de la
teoria de circuitos, de la biologia o de la fisica de la atmosfera. Asimismo, entre los economistas
se va consolidando el empleo de conceptos de célculo fraccionario. Ya en 1996, en Journal of
Econometrics apareci6 un nimero especial en el que se recogia una serie de articulos sobre el
tema “ Fractional Difeerencing and Long Memory Processes ”.

Entre las variadas cuestiones abiertas sobre el Célculo Fraccionario, ocupa un lugar promi-
nente la de determinar si es posible encontrar una interpretaciéon geométrica para la derivada
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fraccionaria. Una posible solucion a este problema ha sido propuesta por I. Podlubny en un
reciente articulo titulado “ Geometric and Physical Interpretation of Fractional Integration and
Diferentiation” en el que la interpretacion fisica de estos operadores fraccionarios esta basa-
da en el empleo de dos tipos de tiempos: un tiempo cosmico y un tiempo individual, y viene
estrechamente relacionada con la Teoria de la Relatividad.
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2. Resultados preliminares

Enunciaremos aqui algunos conceptos y resultados mateméticos que fueron vistos a lo largo de
las materias de nuestra carrera y que nos seran tutiles en nuestro trabajo.

Teorema 1 Teorema del Valor Medio

Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b] y derivable en el intervalo (a,b). Entonces
eriste un ¢ € (a,b) tal que
ooy - 10~ f@)
b—a
Teorema 2 Para cada serie de potenciasy - a,(z—z)" existe un nimero real extendido R,
0 < R < oo tal que:

1. Si R =0, la serie converge sdlo en z = z

2. Si R = +00, la serie converge absolutamente en todo punto z € C siendo la convergencia
uniforme en todo circulo |z — zo| < R

3. 510 < R < o0, la serie converge absolutamente en el circulo |z — zy| < R y diverge si
|z — 20| > R. La convergencia es uniforme en todo circulo |z — 2| <r con 0 <r < R

Apy1
Gp,

Teorema 3 Sea la serie de potencias Y~ a,(z — z)" Si existe lim = L , entonces

n—oo
R =

1
L

Teorema 4 Sea )~ fu(2) una serie de funciones definidas en Q0 que converge puntualmente
a la funcion suma f. Supongamos que existe una serie numérica y -, M, convergente tal que
|fu(2)] < M, Vz € Q, VneN.

Entonces la serie converge uniformemente a f en €.

Teorema 5 1. Sea (fn)nen una sucesion de funciones continuas sobre un arco vy que con-
verge uniformemente sobre v a una funcion f. Entonces:

/f(z)dz: lim [ fu.(2)dz

n—00
v

0 . . . .
2. Sea )y, fn una serie de funciones continuas sobre un arco v que converge uniforme-
mente sobre v a la funcion suma f. Entonces:

/Wf(z)dz:i/vfn(z)dz

Teorema 6 Continuidad de una integral con respecto a un pardmetro

Sea (X, N, u) un espacio con medida y sea (A, o) un espacio métrico. Sea f(x,\) una funcion
de X x A en C tal que:

1. Para cada X € A la funcion x — f(x,\) es R-medible.
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2. Para cierto A\ y cada x € X existe /\HI{\I f(z,A) = h(x)
—A0
3. Eziste una funcidn g integrable sobre X tal que |f(z,\)| < g(z) Vx € X VX € A

Entonces estd definida sobre A la funcion F(X) = [ f(x, N)dp y existe hm F(\) = / /\IH{\I flz,\)
—A0

Teorema 7 Derivabilidad de una integral con respecto a un parametro

Sea (X, N, 1) un espacio con medida y sea A un intervalo abierto de R. Sea f(x,\) una funcion
de X x A en C tal que:

1. Para cada X € A la funcion x — f(x,\) es X-medible.

2. Para cierto Ay y cada x € X la funcion x — f(x, \o) es integrable.

3. Emiste % sobre X x A

4. FEziste una funcion g integrable sobre X tal que }af (x, )\)} glx)Ve € XVAinA

Entonces para cada X € A, la funcion x — f(x,\) es integrable y la funcion F(X) = [, f(z,\)dp

es derivable sobre A siendo F'(\) = [ gf\c(:p A)du

Teorema 8 Teorema de Cauchy

Sea f una funcion holomorfa en un dominio simplemente conexo 2, entonces

/f(z)dz =0 V cicloy contenido en )
0l

Teorema 9 Teorema de los residuos

Sea f una funcion analitica en un dominio 0 salvo por singularidades aisladas a;. Sea v una
curva simple cerrada tal que v U int(y) C Q que no pasa por ningin a;. Entonces

2m/f dz-ZResfa]

donde la suma se extiende a todos los j tales que a; € int(7).

Teorema 10 Teorema de los polos simples

Sea f(z) = Ziig una funcion a valores complejos donde g y h son analiticas en zy. Supongamos
ademds que g(z9) # 0, h(z0) = 0 y h'(29) # 0. Entonces f tiene un polo simple en zy y

Res(f, z9) =

Definiciéon 1 Llamaremos elemento analitico a todo par (f,$2) en el que ) es un dominio del
plano C y f es una funcion analitica en €.

Teorema 11 Principio de identidad para funciones analiticas

Si f y g son funciones analiticas en un dominio Q y el conjunto {z € Q : f(z) =g(2)Vz € Q}
tiene un punto de acumulacion en ), necesariamente serd f(z) = g(z)Vz € Q
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Teorema 12 Principio de Prolongacion Analitica

Sea (f1,) un elemento analitico y sea Qo un dominio tal que Q1 Ny # ¢. Entonces, si existe
una funcion fo analitica en Qo y tal que fo(z) = fi(z) Vz € QN Qy, tal funcion fy es la
unica con dicha propiedad.

fi(z) si € Oy
fo(z) si € Qy

es analitica en

En tal caso, la funcion [ definida sobre Q1 UQy por f(2) = {
QU

Definicion 2 Liamaremos D(R) al espacio de las funcidnes infinitamente diferenciables a so-
porte compacto en R y D'(R) a su dual, el espacio de las distribuciones.

Definicion 3 Sea u € D'(R). Definimos la derivada de u como
du(9) = —u(d9) Yo € D(R)
Proposicion 1 Sea H la funcion de Heaviside y 0 la funcion de Dirac. Entonces
OH =6
Definicion 4 Sea u € D'(R) y ¢ € D(R). Definimos la convolucion de u con ¢ como:
us o(z) = u(T, 0 59)

donde T, (p)(y) = o(y — 2) y Sp(z) = p(—2).
Sean v y v dos distribuciones una de las cuales es a soporte compacto. Entonces

uxv(p) = u(Sv*p) =v(Su* )
donde S es tal que Su(p) = u(S(p))

Proposicion 2 Definimos D'(R), = {u € D'(R)/ existe | € R tal que sop(u) C [l,+00)}.
Decimos que u; — u en D'(R)y si existe | € R tal que u; — u en

D'(R)j,00) = {u € D'(R)/sop(u) C [I,+00)}.
Sean uw y v € D'(R),. Entonces estd bien definida la convolucion entre u y v,
uxv(p) = u(Sv*p) =v(Su* )
y satisface todas las reglas de la convolucion con la convergencia definida arriba.

Proposicion 3 Sean u € D'(R) y ¢ € D(R) entonces
1. (u*)(x) es una funcion de clase C*
2. O (ux ) = (0Fu) x p = ux (9*p)
3. uxd=u

4. ux (9%0) = (0Fu) * 6 = (0%u)
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3. Funciones especiales asociadas al Calculo Fraccionario

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades de las funciones Gamma, Beta, Mittag-
Leffler y Wright, que juegan un papel fundamental en la teoria de derivadas fraccionarias y
ecuaciones diferenciales fraccionarias.

3.1. La funcion Gamma

Definiciéon 5 Sea A = {z € C/R(z) > 0}. Definimos la funcion Gamma como

r-A-=cC (1)
z—=T(z) = [ et dt

Para ver que efectivamente es una buena definicion, probaremos que la integral fooo e tt*1dt
converge absolutamente en R(z) > 0.

Sea z = r + 1y, x,y € R, z > 0. Teniendo en cuenta que |t*71| = [t*~1T¥] = ¢*~1 1| =

el }e"yl"t’ = t*~! tenemos
o0 o0
/ et ldt = / et
0 0

0 1 e’}
/ et ldt = / et dt + / et =1 + I
0 0 1

1 1
el < — iy x>0=>1—x<1:>/
0

Descomponemos

En [1,

1
S e tl—ﬂdt es convergente

Luego, I; es convergente si x > 0. (A)

kn 12, —tyx—1 -tz —1
e 't =e¢ 2¢ 2¢ <Cpe 2 Vt>1, z€R

donde

C, = max {e_%tz_l, t> 1} (C, existe pues e 7t""! s continua y tlim ¢T3t = 0)
—00

Siendo floo e~2dt convergente, resulta I, convergente Vz € R. (B)

De (A) y (B), ;" e "t*~'dt converge Vz > 0.

Observacion 1
Iz +iy) = / ettt leint gt — / e t" eos(yint) +isen(ylnt)] dt (2)
0 0

Teorema 13 La funcidn Gamma I'(2) definida originalmente en R(z) > 0, se prolonga analiti-
camente a una funcion que sequiremos llamando I'(z) sobre el dominio 2 = C—{z = —n, n € Ny}
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Demostracion:

1. Probaremos que [, = floo e 't*"1dt es entera (esto es, es holomorfa en todo C), con lo
cual no necesitaremos prolongarla analiticamente. Para esto veamos que se verifican las
hipotesis del Teorema 3.

Sea

F:[l,0)xQ—C /F(z,t)=e't*""

Esta funcion verifica las siguientes propiedades:

a) Para cada z € Q la funcion t — F'(z,t) es medible por ser continua.

)

b) Existe zo =1 € Q / F(1,t) = e™" es integrable en [1, 00).
)
)

¢) Existe 2& = e~*t*~!int sobre [1,00) x

d) Existe una funcion g integrable sobre [1, 00) tal que [e "* " tnt| < g(t)Vt € [1,00), 2z €
Q.
Probaremos esto en todo semiplano R(z) < b, b€ R. Siendo t > 1

e nt| = e " int < e ze 2" Unt < e :C, € L' [1,00)

ya que lim e 2" nt = 0.
t—o0

Queda probado entonces que I5(z) es holomorfa en todo semiplano R(z) < b, b € R,
luego I5(z) es holomorfa en C

2. Veamos que [(z) = fol e~ 't*~1dt es holomorfa para los z tales que R(z) > 0.
Sea 29/ R(zp) >0yseaaecR /0 <a<R(z),a<1l
Razonando de igual manera que en el item anterior, queremos probar que existe g(t) €
LY0,1] / le ' Vint] < g(t) YVt € (0,1], R(2) > a,a € (0,1). Siendo z = z + iy,
€ (0,1],
e int| = e int] <t |Int|

Sea 0 < € < a. Entonces

lInt|  t|Int| - 1 1 —Int
e iy o =0

t* Hint| =

tl—a o tl—a-‘,—e — 6t1—a+5

Como 1 —a+e <1, 7= € L'[0,1], y asf resulta que I;(z) es holomorfa en cada semi-
plano R(z) > a, a € (0,1), y por lo tanto resulta holomorfa en R(z) > 0.

Probemos por ultimo que podemos extender analiticamente a I;(z) al dominio €.

. 0 n it 0 thrz 1 . thrz 1
=) (FU)' VteR= T =) (1) =t 4 Z
n=0 n=0
Como o . .
tn zZ— tn r—
= <— Vn>1,2>0
n! n! n!
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la serie es uniformemente convergente en el intervalo [0, 1]. Podemos intercambiar entonces la
integral y la suma

1 . . . thrz 1 tz
1 = TN = T dt dt =
\(2) /0 ’ / 4 Z / :

—_+Z n' n+z ()

n=1

Esta serie converge en todo compacto K de €2 y por lo tanto define una funciéon holomorfa en
Q) siendo (1) la prolongacion analitica de I1(z) a Q. .

Definicion 6 Definimos la prolongacion analitica de la funcion Gamma (que sequiremos lla-
mando Gamma) a la funcion

oo

Tl o0
r:Q—C/I(z e 't dt
/ Z n! n+z /1
n=0
Observacion 2 Observemos que I' tiene polos simples en los puntos z = —n, n € Ny.

Veamos ahora algunas propiedades de la funcion Gamma.

Proposiciéon 4 Propiedades de la funcion Gamma

LI(z+1)=2I(z) Vz el

nln?
i I =1i
(2) neboo 2(z+1)...(z+n)

Demostracion:

L. SiR(z) >0
Mz+1) = / te tdt = —tze_t}go + Z/ t*le7tdt = 0+ 2T(2)
0 0

Si z € (), utilizamos la definicion 3
00 (_1>n
A(2) =07, -
00 (_1)71 oo (_1)71 n 2 —1]|00 00 4,4
= Lo n! ~ 2o n! n+z+[t6t|1 + /i ettdt}:
(="

—1)" 41

— el N T/ 0— -1 7ttzdt:_ 0 (

€ Zn:l n[ n+z + € + fl anO (n_'_ 1)| n+z+ 1
00 —1)"™

= Zn:O ( n!

(=1)"z4+n—n
n! n+z

Fetttrldt =3 + [ttt =

e Wrdt =T 1
n+z+1+f1 (z+1)
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2. Tomemos primero el caso (z) > 0. Consideremos la funcion f,(z) = [;'(1 — £)"t=~'dt
Haciendo la sustitucion 7 = % y aplicando sucesivamente integracion por partes,

fo(2) = fol(l — 7)"n* " ndr = n? fol(l — 1) Ny =

— [(1 —pl

1 z
1 T n .
1 — n—1 d — n2 1 — n—1 Zdr =
0—|—f0n( 7) = T] nzfo( )" iradr

n (1— 7yt T+l 1_|_f1( (1 — 7y Lot ; _n(n—1) fl(l Jr-2pa4g
=n"— -7 n— - T T =n"—— -7 T T =
2 z4+1], ° z+1 z(z+1) 70
n’n! n®n!

_ _ 1 _24n-1 _
=..= 1)f07+ dr =

2(z+1)...(z4+n— 2(z+1)..(2+n)

Por otro lado,

t oo
lim f,(z) = lim (1——)"t*"dt = / t*le7tdt = T'(2)
0

3
1
3
3
1
8
o
3

En efecto

o0 n t o0
Sea A = / et dt — fu(z) = / {e‘t - (1- —)”} =t +/ e 't dt ye>0.
0 0 n

n

La convergencia de la integral fooo e 't*~1dt nos da la existencia de un N € N tal que,

/ e_ttz_ldt' g/ e_tt””_ldt<§ ¥n>N (3)

Fijandon > N,

N n [ee]
A= / {e‘t —(1— 3)”] t*tdt + / {e‘t —(1— 3)”] =t + / e t* 1 dt
0 n N n n

Sea g(t) = ¢'(1— )", 9(0) = 1

gt = (1— %)"et +n(l - %)"1(_#(9 — (- %)nletu - % _1)<0 Vie[on]

Luego, g es decreciente en [0,n], y por lo tanto

9(0) > g(t) VE€ =12 (1-) VieDn=e'—(1-2)">0 Ve[

Asi,
olet =t eta) < et (- by eta < et
< [y e ittt < - (4)

Por otro lado, ya que

t t n—1 t t 2
1—et(1——)”:/ eT(l—z )Zd7—</ eTZdTget/ sz:et—
n 0 0 n 0
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al multiplicar por e~! surge que

y asi

N t t? I 1 €
/ et —(1— )| 7 ldt| < / — " dt = / t"Hdt = —M < - (5)
0 n 0 2n 2n 0 2n 3

si n es suficientemente grande, digamos n > ny > N.
De (3), (4) y (5) resulta

Al =

< e sin>ng

/OO e tdt — f,(2)
0

Consideremos, por ultimo, el caso z # 0, —1, -2, ....

Sea m € N tal que —m < R(z) < —m + 1, m € N. Luego R(z +m) > 0 y aplicando
primero la Proposicion 4. T tenemos

B ['(z4m) 1 n*tmn! B
&) = 3D GamoD %J) (z—f—m—l)nlglgo(z—i—m) Gtmtn)

n—00 Z(z+1)...(z—|—m—1)(z—l—m)(z—|—m—|—1)...(z—|—n)
i n*nln™
= lim = lim

n* n!
n—oo z(z 4+ 1)..(z+n)(z+n+1)...(z4+n+m) nooz(z+1)..(24+n)

nm

a que lim =1
v d nsoo (z+n+1)...(2+n+m)

3.2. La funcion Beta

Definicion 7 Sea © = {(z,w) € C* / R(z) > 0, R(w) > 0}. Definimos la funcién Beta como
1
B:© — C/ B(z,w) :/ (1 — 1) dr
0

Observacion 3 Para establecer una relacion entre la funcion Gamma y la Beta, utilizaremos
la transformada de Laplace. Recordemos entonces la definicion:

Sea f una funcion definida sobre R tal que f(t) =0 VYt < 0, llamaremos Transformada de
Laplace de f a la funcion F' dada por

F(s) = L{f(1)} = / et (e

donde la inversa
L~ {F(s)} = f(t)H(t)
1 sit>0

siendo H es la conocida funcion de Heaviside, H(t) = .
0 s:1t<0
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Consideremos la funciéon integral

helt) = {fot Y1 —7)v"ldr, sit>0 (6)

0 sit<O
Observemos que h. (1) = B(z,w) y ademas es la convolucion f * g (1) siendo f(t) = t* 'y

g(t) = t*~1. Utilizando el hecho que la transformada de Laplace de una convolucién de dos
funciones es el producto de sus respectivas transformadas de Laplace, resulta que

Hols) = L {hoa®} = LA g (0} = LUONLAoO} = [~ e [~ et =

o 1 o 1 1 [ 1 [ I'(z) T
— / e—u(g)z—l_du / e—u(g)w—l_du . e—uuz—ldu_ e—uuw—ldu — (Z) (UJ)
Y. Jo S S 0

S S S* sw s sw
st=u 0 0

Por lo tanto

L)l (w)
Hewls) = —5m—
Por otro lado, siendo I'(2)I'(w) una constante, podemos obtener la funcién h, ,(t), teniendo en

cuenta que L {t*} (s) = Fg(jjfll) siempre que $(a) > —1 y aplicando la transformada inversa de
Laplace (que es tnica) obtenemos

L ()} - L {FE ORI 0} LR vy

Luego,
F(Z>F(w>tz+w—1
['(z+w)

y tomando t = 1 obtenemos la siguiente expresion para la funcion Beta:

hew(t) = >0 (7)

L)l (w)
['(z +w)

Enunciamos a partir de esto la siguiente proposicion:

B(z,w) =

Proposicion 5 Si h.,(t) = [} 7271 (1 — 7)*"'dr, t >0, entonces

L) (w)

terwfl
I'(z +w)

1. hoo(t) =

I'(z)r

9 Sit=1, Blz,w) = LW
Iz + w)

Corolario 1 B(z,w) = B(w,z) Yz,we€l

Observacion 4 Gracias a la Proposicion 5 y el Teorema 11 podemos extender a la funcion

Beta analiticamente al dominio ) a partir de la extension de la funcion Gamma.

Con la ayuda de la funcién Beta, probaremos dos propiedades muy importantes de la funcién
Gamma:

2011 Sabrina Roscani 14



Introduccion al Calculo Fraccionario LM - UNR

Proposicién 6

F)r1—-z) = Vz/z#0,£1,£2, ...

= T(2)[(1 - 2)
)= ) (7)o

Esta integral converge si 0 < R(z) < 1. En efecto,

o () < |G 7 o =y () o = 0 () T i S ()T

donde z =R(z) y0 <z <1

Con respecto a la primera integral:

0<t<iomici i<ioly<i-t<iolc— <o
- T2 2~ - (1—1t)
1/2 " z—1 dt 1/2 1 1/2
/ (_> -/ ws<r [ia<o
En la segunda:
1 o1 1
§§t§1/\x—1<():>1§t < B
1 z—1 1 -1 z—1 p1
t dt / t* (1) / 1
. = dt < | = dt < oo
/1/2 (1—t) L=t Jip(l=10)" 2 12 (L=1)"

Supongamos ahora que z =1+ yi, y # 0

/1( t )“ dt _/1( t >y" dt

1 tyz' d
= || ————dt
/0 (1 —¢)tt ’

Haciendo la sustitucion 7 = li_t, resulta 7+ 1 = t y dr = = t)th obtenemos
00 Tzfl
zra-z) = d 8
(301~ 2) /OHTT )

Para calcular esta integral, consideremos la integral compleja

/ f(s)ds

donde f(s) = y Lp es el contorno que muestra la figura siguiente:

1+

2011 Sabrina Roscani 15



Introduccion al Calculo Fraccionario LM - UNR

=

f tiene un polo simple en s = ™. Luego V R > 1, el Teorema 9 nos asegura que

/L F(s)ds = 2mi [Res £(s)]._.e

Aplicando el Teorema 10, resulta que

Res(f, ez’fr) — (el'Tl')Zfl — eem — _eifrz
Nuevamente usando el Teorema 9, obtenemos

/L J(s)ds = 27 [Res f(s)]_ . = 2i(—e'™) ()

Por otro lado,

/LR f(s)ds = /ER f(r)dr + 5 F(s)ds + ¥z /Ref(T)deL/Oe F(s)ds

donde vale destacar que, sobre la rama superior del contorno Lg, w = t+ i, t € [¢, R], y, sobre
el contorno inferior w = —t + (2 — )i, t € [e, R).

Mas atin, la integral a lo largo del corte superior al semieje difiere en e
largo del corte inferior y hemos hecho tender 4 a 0.

iz con la integral a lo

Ademas las integrales a lo largo de las circunferencias C'g y C. tienden a 0 cuando € — 0y
R — oo, en efecto,

Sz—l Sz 1 c
= = le la desigualdad < ierto ¢ € R
f(s) 55 s+ y vale la desigualda S0ts) S 1—|—|s|2 prara cierto ¢
rys| < [ Alds< [ spsdss [ s = me o
s)ds| < s)|ds < s s < sl —— (s = TR —
Cr Cr s=r  S(1+3) s=r 14 |s]? 1+ R?

27c 27c .
= Rl r-i-s = Ry BT —0 siR—o0 yaquel<l—z<1

1 c c
f(s)ds g/ f(s dsg/ s|® dsg/ s|* ds = €* 2me <
/Oe | < [ s [ s s [ = e

<2t 50 sie—0 yaquel<az+1
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Haciendo € — 0 y R — o0, resulta

/LR f(s)ds = /OOO f(r)dr —e™ /OOO f(r)dr = (1—e*%) / F(r)dr = (1- )T (2)T(1-2)

6

=

Por lo tanto

—27i(e"™) T
F)0(1 —2) = e sen(72) 0< Re(z) <1

Sim < R(z) <m+ 1, poniendo z = w + m donde 0 < R(w) < 1.

Utilizando la Proposicion 4. 1,

K TG R
Tlw) — F(Z_m)—( ) +1) o (z=1)=(=1)"(1 —2)...(m — 1 — z)( )
wLm+1—2) (1 —w)

- e T ey

T()T(1—z) = (~)"T(w)I'(1 —w) = (—1)’”8(2”7(;1[]) = Sen(ﬁ(zj +m)) 3677;7?2

Por altimo, la funcion I'(2)I'(1 — 2) esta definida y es analiticaen C' = {z € C/z # 0,£1,2, ...},
al igual que la funcion —"— y hemos demostrado, hasta aqui, que coinciden en el conjunto

abierto C' = {z € C/R(z) #0,+1,2,...}.

Por el principio de identidad, Teorema 11, resulta I'(z)['(1 — z) = VzeC

senmz
Corolario 2 I'(3) = /7.

Demostracién: Tomando z = % en la Proposicion anterior,

T~ 5) =~ = T(3) = Va

2 2 seng

Proposicion 7 Si 2z #£0,—1,—2, ..., entonces

1
L(2)(z + 5) = /72171 (22)
Demostraciéon: Si (z) > 0 podemos considerar B(z, 2) fo (1 — 7)) dr.
Teniendo en cuenta la simetria de la funcion y(7) = 7'(1 —T)y hac1end0 la sustitucion s =
47(1 — 1), resulta

1
5)

1
2 1 1
B(z,z) = 2/ 7(1 =) dr = SYE / s — §)7Y2ds = 2% B(z,
0 0
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Combinando este resultado con el de la Proposicion 4 11 y el Corolario 2,

% B 21_%% = T(2)[(z + 1/2) = 2" T (1/2)['(22) = /7 2! (22)

Observacion 5 Si en esta propiedad tomamos z =n + %

(2n)!

22np)

I'(n+ %)F(n +1) =727 T(2n+1) = T(n+ %) =T

3.3. Representacion de la funcion Gamma como integral de linea.

La definicién 5 de la funciéon Gamma involucra una integral a lo largo del semieje positivo de
las abscisas. Para llegar a una definicion como integral de linea, consideremos el contorno C' de
la figura siguiente

A Y
C. C
4N
<
7~ xX
&
y la funcién compleja g(w) = e “w* ! = eE=D9v=v definida en el dominio G = C —

{z€C/R(2) >0 A J(z) =0}, donde estamos considerando la rama principal del logaritmo,
esto es logw = log|w| + iargw. Por el clasico teorema de Cauchy, Teorema 8, sabemos que
esta integral tiene el mismo valor Ve > 0.

Observemos que sobre la rama superior del contorno C, w =t + di, t € R, y, sobre el contorno
inferior w =t + (27 — 0)7, t € R.

Haciendo 6 — 0, tenemos

/ewa1dw:/ ettZ1dt+/ ewa1dt+62(21)”/ ettt
C +o00 Ce €

Mostremos que la integral a lo largo de C. tiende a 0 si ¢ — 0.

lw|=cen C. = |e Pw* lw¥| = |[w"!||e™¥] ‘eiyLogw =
— ‘wz—l‘ ‘e—w‘ ‘eiy(log\w\—l—iargw)‘ — ‘wz—l‘ ‘e—w—yargw‘ ’eiylog5’

y llamando M = maz {e”"v*9% w € C,} resulta
’e—wtm—lwiy‘ S M ‘wm—1’

Por lo tanto

/ eww21dt‘ g/ ’e’“jwz’1 dth/ ‘w“lldw:]\/[/ \w|x1dw:M/ e tdw =
C. C. C. C. Ce
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= Me* 2me = 2rMe® — 0sie — 0

Podemos concluir entonces que

0 00
/ e Yw*ldt = / e "t dt + 62(21)”/ e Tt = —T'(2) + ¥ T (2)
C +oo 0

2z—1)mi _ ,2zmi,—2mi __ ,2zmi

Ya que e € (& =c

Con todo esto estamos en condiciones de enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 8 La funcion Gamma admite la siguiente representacion como integral de linea
en €.

1
[(2) = 50— /e‘wwz_ldw
elrzr 1 c

La funcién €™ — 1 se anula en los puntos z = 0,£1,4+2,... Los puntos z = 1,2,... no son

polos de T'(z) pues son valores regulares de la funcion e ‘¢*~! y, por el Teorema de Cauchy
Joe't* 7 dt = 0. Si 2 =0, -1, -2,..., entonces la funcion e~*#*~! no es una funcion entera de ¢
y la integral a lo largo de C' no se anula. Luego, los puntos z = 0, —1, —2, ... son polos de I'(2).
De acuerdo con el principio de prolongacion analitica, la representacion integral de la funcion
Gamma es valido no sélo en R(z) > 0 sino en todo §2.

3.4. Representacion de ﬁ como integral de linea.

Definicién 8 Llamaremos contorno de Hankel a la curva que encierra el semieje real negativo
como muestra la siguiente figura:

AY
p=m —
<
;o
> /
p=-m N~ Ha
Proposiciéon 9 Sea z € Q) entonces
1 1
_— = — et *d
['(z) 2mi /Ha T
Demostracion: Reemplazando z por 1 — z en la Proposicion 8§,
1 ‘
Nl—2)=—————— [ et 72dt = [ et 2dt = (e — 1)[(1 — 2) (10)
e2mi(l-2) _ 1 o o
Hacemos la sustitucion ¢t = 7e™ = —7. Esta sustitucion transforma el plano complejo (¢) con el

corte en el semieje real positivo, en el plano complejo (7) con el corte en el semieje real negativo.

2011 Sabrina Roscani 19



Introduccion al Calculo Fraccionario LM - UNR

El corte inferior argr = —m en el 7-plano serd el correspondiente al corte superior ¢ = 0 en el
t-plano.

Resulta entonces que la curva C' se transforma en el contorno de Hankel Ha.
Tenemos entonces:

/e_tt_zdt: —/ e’ (e™T) Fdr = —6_2”/ et *dr
C Ha Ha

Teniendo en cuenta (10) y la Proposicion 6,

™

_ 2w T dr = —2mzi) 1
‘ /Hae T = (e )F(z)sen(ﬂz)

Luego considerando que €”* — e~ = 2isen z
T
['(z)sen(mz)
s 2im

= 2i8€n(ﬂz)r(z)sen(ﬂ-z) B ['(2)

= ("™ — e_”i)—w =

T dr = (1 — —27zi)\ ,—2mi
/HaeT T=(-e Je ['(z)sen(mz)

Por lo tanto

1 1 / T _—2z
= — et AT
[(z) 27 Jy,

3.5. La funcién de Mittag-LefHler

Definicién 9 : Dado z € C y a € C, ,R(«) > 0 llamaremos funcion de Mittag-Leffler a la
definida por:

0 k

Ea®) = 2t 1)

También podemos definirla de forma integral como:

1 ttafl
Ea(Z) = 2—/ ea — dt
T Jpg t z

donde Ha es el contorno de Hankel.

Observacion 6 Veremos en la Observacion 8 que, efectivamente, esta funcion estd bien defi-
nida para todo z € C.

Observacion 7 La funcion de Mittag-Leffler proporciona una generalizacion de la funcion ez-
ponencial, Fy(z) = e*.

Otros casos particulares son
Ey(2%) = cosh(z) Ey(—2*) = cos(2)

By jo(£21%) =€ [1+ erf(izl/z)] = eZerfe(F2Y?)
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donde el valor principal de la raiz cuadrada de z se asume en el plano complejo cortado a lo
largo del eje real negativo, y las funciones erf y er fc se definen como

2 Z_“2u erfe(z)=1—erf(z
rf(5) == [ ey erfels) = 1-enf(a

Una generalizacion de esta funcion fue propuesta por Agarwal en el ano 1953 y consiste en
sustituir la constante 1 en el argumento de la funcion Gamma, por un nuevo parametro complejo

B.

Definicién 10 Llamaremos funcion de Mittag-Leffler generalizada o de dos pardmetros a

Fes) = 2 Tk )

Esta funcion también se puede definir de manera integral como:

1 ttoz—ﬁ
Boplz) = —,/ L
21 Jpa ¢ — 2

Observacion 8 Para ver la convergencia de esta serie en todo z € C, utilizaremos la siguiente

ze€C, R(a) >0, geC.

relacion:
['(z+a) b 1 —2

— =2 1+ - —-b b—1 11
e 2 [ —|—22 (@ —b)(a+ )+ 0(277%) (11)
FEsta formula aparece en el volumen 1 del libro de Erdelyi (formula 1.18 (4)), citado en la

bibliografia.
Considerando z = ak, a = a+ 3, b= y aplicando el Teorema 3:

ala+28—-1) +O((ak)2)” _

12 Ap RY F(ak + (6% + B) Y o
i o | =t [FREEE = i o [ 20
26 -1
= lim |o®[ K™ [1 + ala+26 1) +O((ozk:)_2)] ’ = lim |a®| k™ = +o00
k—o0 20k k—o00

ya que R(a) >0

Observacién 9

1. Claramente, se cumple que

5 ()_i Zk _i Zk _1i Zk;—f—l Z_ez_l
T LTy 2) &t )l 2 (k) 2
= 2k > P 1 o zht2 e —1—=z2
E — fr— _— Z:
1(2) l;r(ms) ,; k+2)! 22 ,; k+2)° 2

[ee] m—2
1 1 . 2*
Eym(2) = m—1 Z k2 {e - _1}

k=0
21
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2. Las funciones senh(z) y cosh(z) también son casos particulares de la funcion de Mittag-

Leffier:
o0 o0 Z
B (2 ZFQk—i—l Z —cosh (2)
k=0 k:O
= 1 221 senh(z)
E — —
22( kz%r%m zz% 2k + 1) 2

3. Las funciones hiperbdlicas de orden m, (que son generalizaciones de senh y de cosh)
también se pueden expresar en funcion de Mittag-Leffler

> nk:—i—r 1 .
=z""F, (2" =1,2,..,
Z (nk +r—1)! o) "

=0

Asi también como las funciones trigonométricas de orden n (que son generalizaciones del
seno y el coseno):

n]+r 1

Z =B (=2") r=1,2,...n
= nj—l—r—l

4. Se puede probar (no lo haremos en este trabajo) la siguiente destacada relacion:

B (z) = Z szi = e erfe(—2)

donde er fc(z) es el complemento de la funcion error definido por

erfe(z) = —= /

5. Para p =1 obtenemos la denominada funcion de Mittag-Leffler uniparamétrica:

Z = Eo(z)
— I( ak +1)

3.6. La funcion de Bessel

Definicién 11 Llamaremos funcion de Bessel a

0 1 > 22k+1/
Z (2/2)

— E(v+k+1)

donde z € C\ (—o00,0], v € C

Observacion 10 FEsta serie es convergente para todo z € C. Ademds si v = —
(utilizando la Proposicion 7) tenemos,

00 1 2/2 gk_— B S ( )k 2k\/_ > k 2k F(/{?) B
2; KID(— +k+1) & kW22 (k + 5 Z k'f?”“ \/%21—2’<T(2k) B

=0

1 _ 1
QyV_Q

l\.’)\»—l
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k=0 k=0

Andlogamente,

3.7. La funcién de Wright

Esta funcién juega un papel fundamental en la teoria de ecuaciones diferenciales parciales
fraccionarias, en particular en la ecuacioén fraccionaria de difusion. Su nombre es en honor a
E. Maitland Wright, el eminente matematico britanico que introdujo e investigd esta funcion
desde 1933.

Definicion 12 Llamaremos funcion de Wright a

Zk

W@mm:ggmﬂﬁiﬂ

definida para todo z € C, a > —1, >0

Proposiciéon 10 Representacion integral de la funcion de Wright
Sta>0yp >0, vale la siguiente representacion

1 —a
Wisaif) =5 [ 7o
Ha

211

donde Ha es el contorno de Hankel.

Demostraciéon: Teniendo en cuenta la Proposicion 8, la convergencia uniforme de la serie en
Ha y el Teorema 5,

S B 0o Zk B 00 Zk 7- 7(ak+5)d B s 00 Zkaakd B
(Z,a”B)—Zk'F(ak—f—B)_ZE HaeT T = HaeT Z k:' T =
k=0 k=0 k=0

0 —a\k
:/ 677_52 7(27— ) dr :/ TPt Ndr :/ e Pdr
Ha _ k! Ha Ha

k=0

L : : 7B (zr—a)k
Probemos la convergencia uniforme. Para esto, consideremos la serie y - <= %) v llame-

!
T-—8 —a\k . .
mos fi(7) = %, k € N. Claramente esta serie converge puntualmente a la funcion

F(r) = e+,
Por otro lado,

TeHa= (7| > € AR(T) <€) (71" > e* ART <€) = (}ZTQ} < @ A leT| = e < ee)
€

N

a>0

eTT P (2T )k
k!

L (e

g |fk(7—)| = = B k!

2011 Sabrina Roscani 23



Introduccion al Calculo Fraccionario LM - UNR

k
|2 : . .
donde la serie numeérica ) ° | 5 e = ) es convergente . La convergencia uniforme de la serie
la obtenemos entonces aplicando el criterio M de Weierstrass (Teorema 4).

Observacion 11 A partir de la definicion de la funcion de Wright sigue que

W(z;0;1) =

2

<§>VW(—ZZ;1;1/+1) —J,

1 1 1 _:2

—7 ——) = —€ 4

27 2 NS

Como vemos, la funcion de Wright es una generalizacion de la funcion exponencial y de la de
Bessel.

W(—z;—

Observacion 12 Utilizando la Propiedad 6, tenemos otra representacion:

o 2" 1 <= 2FT(1 — ak — B)senm(ak + B)
Wiz i) = Zklrak+ﬁ _%Z k!

=0

Observacion 13 Para ver que la funcion de Wright estd bien definida en C ( i.e., la serie
converge en C), razonamos como en la Observacion 8 y resulta

I(ak +a+ B)(k+1)! N
R = lim = lim |ak|" (k+1) =
ya que o > —1, (estamos suponiendo o # 0, pero este caso es trivial).
Podemos concluir entonces que la funcion de Wright es una funcion entera. .

Finalmente vale destacar la relacion que hay entre la funcion de Wright y la de Mittag-Leffler,
ya que la transformada de Laplace de la funciéon de Wright admite una expresion ligada a la de
Mittag-Leffler:

. . _ - tk . _ - 1 1 -1 —1

k=0
donde se ha aplicado la linealidad de la transformada de Laplace y el hecho de que

T(k+1) k!
k. .\ _ _
L{t 73} T gkl gkl
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4. Integrales y derivadas fraccionarias de Riemann-
Liouville

La derivada de Riemann - Liouville aparece como el resultado de unificar nociones de integracion
y derivacion de orden entero. Supongamos que la funcion f(7) es continua e integrable en todo
intervalo finito (a,t). Ademas, puede tener una singularidad de orden r < 1 en el punto t = a,
esto es

lim(r —a)" f(1) =c#0

T—a
Nota 1 En la expresion anterior anterior el limite es en realidad un limite por derecha. En
adelante haremos este tipo abuso de notacion, donde interpretaremos los limites donde estén

definidos.

Entonces la integral

_ / )

existe, es finita (lo estamos pidiendo por hipotesis) y tiende a 0 cuando ¢ — a.
En efecto, haciendo la sustitucion 7 = a + y(t — a)y nombrando € =t — a obtenemos:

llm(lf)()—hm/ f(r )dT—hmt—a/fa—I—yt—a))dy

t—a t—a

1
—ti @ [ (@t ydy =0
e—0 N——" 0
—0 pues 1—r>0™

J/

~
—K
Veamos que es valido intercambiar el limite con la integral. Para esto definimos la funcion

F:(0,1)x(0,1) > R
Fy,e) = € f(a+ye)

F verifica las hipotesis del Teorema 6:
1. Para cada ¢ > 0 y — F(y, €) es medible pues por hipotesis f es continua en (0, 1)

2. lim e f(a+ye) = lim(ey) f(a+ yely ™ = — = h(y)
e—0 e—0

3. [fla+ye)e| = |fla+ye)(ye)y™"| < My™" ya que f tiene una singularidad de orden r,
luego h’r%(ey)’"f(a +ye) = c # 0 y resulta f(a+ ye)(ey)” acotada en (0,1) Vy.
e—

Pudimos acotar a F' entonces por una funciéon que no depende de € y que es integrable en
(0,1) por ser r < 1.

Luego, podemos intercambiar el limite con la integral y
1 1

1
lim [ (ey)" fla+ye)y "dy = / lim(ey)" f(a + ye))y~"dy = / cy " =K < oo
0 €

e—0 0 0

ya que r < 1.
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Podemos considerar la integral doble

(al2f)(t):/;dﬁ/;1 f(T)dT:/atf(T)dT/:dﬁ:/at(t—T)f(T)dT

Integrando nuevamente se obtiene:

W) () = / ', / " / " ) = / i / N = ) f(rdr = % / (b ) f(r)dr

Se puede probar por inducciéon que para el caso general tenemos la formula de Cauchy

W00 = 5 [t
En efecto, suponiendo que (,I"f)(t) = %n) f;(t — 1)L (7)dr,
WO = D) = [ Fo [ = rards =
ﬁ / / (s — 7" f(r)dsdr = ﬁ / £() / (s — )" \dsdr =
1 t 1

- ) / (t—7)"f(r)dr = R /a (t—7)"f(r)dr

a

Supongamos ahora que n es un natural fijo, K > n y queremos hallar la derivada (k —n)—ésima
de la funcion f(t). Podriamos pensar que derivar (k—n) veces es equivalente a integrar primero
n veces y luego derivar k veces, vale decir:

FE = DF (7 ) (1)) = ﬁm [ =

Esto nos induce a presentar las siguientes definiciones.

Definicion 13 Sea o € R. Llamaremos parte entera techo de «, y notamos [«], al menor
entero mayor que «, esto es, sin = [a], entoncesn —1 < a <n

Definicion 14 Sea [a,0] CR, o € RY, y n = [«]. Sea f una funcion continua e integrable en
todo intervalo finito (a,t) C (a,b) que ademds puede tener una singularidad de orden r <1 en
el punto t = a. La integral

(WJF)(0) = ﬁ / (t— ) f(r)dr

se denomina integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden « por izquierda. Y llamaremos
derivada Riemann - Liouville de orden « por izquierda a

ED )0 = (D) ) = oy g | =77
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También definimos la integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden « por derecha y la
derivada Riemann - Liouville de orden « por derecha

(12 )(t) = ﬁ / (t — 7y f(r)dr

DA = (DA 0 = pores (—5p) [ €= pwar

Observacion 14 Cuando a es un entero no negativo la derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville coincide con la derivada entera usual ya que si o =n € N | entoncesn = [a] =n+1

y

1 dnJrl ' n+l-n—1
T(1) et (t—=7) f(r)dr =

dn+1
dthrl/ f dT_% (t)

Observacion 15 Contrariamente al caso entero, la derivada fraccionaria de Riemann - Liou-
ville es un operador no local, quedando definido por medio de una integral que depende de los
valores que la funcion asuma en todo el intervalo de integracion.

(@ D f)(t) = [DH I f] () =

Mas atn, si suponemos que f es una funcion que depende de ¢, donde t es el tiempo, podriamos
interpretar que la definicion de derivada fraccionaria por la izquierda de f en ¢ involucra los
valores que f tomo en el intervalo [a,t], esto es, involucra el pasado de f. Analogamente, la
derivada fraccionaria por la derecha de f en t involucra los valores que f tomo en el intervalo
[t, b], esto es, involucra el futuro de f. Esto lo podemos representar como se indica en el siguiente
gréfico:

oDf(t) Dy f(t)
derivada por izquierda derivada por izquierda
|
el “pasado” de f

| |
Tt el “futuro” de f b

Observacion 16 FEn la formula de Cauchy era necesario que n > 1 pero en la definicion

W10 = g [ =7 e

serd suficiente que o > 0 para que esta integral exista.
En efecto, sea y € (a,t). Consideremos dos integrales:

L [Y(t —7)* ' f(7)dT existe y es finita:

Basta observar que f(7)(t — 7)®! es seccionalmente continua en [a, y]:

» f(7)(t — 7)* es continua en(a, y)
= lim f(r)(t=7)*" = Y f()(E =) (=) = et )
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= lim f(r)(t—7)* " = f)(t—y)*

T—Y

2. fyt(t — 1) L f(7)dT existe y es finita:

En este caso, podemos afirmar que f es continua en [y, t] (pues por hipotesis f es continua
en todo intervalo abierto (a,t) con t > a ey € (a,t)). Luego f esta acotada en [y, t] y

t t
/ (t—7)* " f(r)dr < / Mt—7)"1<oo yaque a—1>—1
Y Y

Observacion 17 Segin la definicion 14, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville no es
otra cosa que la derivada entera de una integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden «,
con0<a<l.

En efecto, sea f € RT, n = [5]. Luegon — 1 < 8 < ny por lo tanto 0 < n— < 1. Llamando
« :n_ﬂa

(@D F)(t) = [DaI" P f] () = [DpI"= " f] () = [DRI°f] (1)

Proposiciéon 11 Sea f una funcion continua para t > a. Entonces

lim o F(t) = £(1)

a—0t

Demostraciéon: Una prueba mas sencilla resulta de suponer que f tiene derivadas continuas
para t > a. En este caso, podemos integrar por partes

Jof(y = _F(TS(J; @ - (;)& / (¢t —7)f(7)dr =
1 o 1 t o
:m(t—a) f(a)+m/a (t —7)*f(T)dr
Observemos que lirglJr(t —7)* =1Vr7, luego
lim ————(t - a)*f(a) = f(a) (12)

Por otro lado,

t t t
i [ (6 =) (7)dr — / lim (¢ — 7)° f/(7)dr = / PRy = f() - ) (13)
a—0t J, o a—0t a
Para intercambiar el limite verificamos nuevamente las hipotesis del Teorema 6 aplicado a la
funcion F': (a,t) x (0,1) = R / F(r,a) = (t — 7)*f'(7)

1. F(-,a) es medible por ser continua.

2. lin%(t —7)f ()= f(7)

a—
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3. [F(rya)| =t —=n)f (1) = ({t—=7)*|f(7)] < |f'(T)|max {1, (t — 7)} que es una funcion

integrable en (a,t). Esta acotacion proviene de que, suponiendo 0 < o < 1,
sit—7>1=nt—7)>0=0<aln(t—7)<ln(t—7)=1<({t—-7)"<(t—71)
v,5i0<t—7<1=In{t—7)<0=0>an(t—7)>n{t—7)=(t—-7)<(t—-7)" <1
De (12) y (13) podemos afirmar que

m  [7f(t) = f(1)

Ii
a—0
Ahora, si suponemos solamente que f es continua para t > a, la prueba €S un poco mas

compleja:

A0 = o [ = i = s | (t—T)al(f(T)—f(t))dH% [yt -

1 = a—1 _ T L t — el T) — T+ ———
=t [ = s+ s [ =t - o+ L0

Nombramos I := g [0t =) (f(r) = f(0)dr e I = 7 Jis(E =) (f () = f(D)dr

Sea € > 0. Siendo f continua en [a, 00) existe § > 0 (podemos suponer ¢t —§ > a) y resulta f
uniformemente continua en [t — 0, t], luego |f(7) — f(¢)| < e VT € [t — 4,t]. Con esto:

1 ¢ 1 t €
I <—/ t—1) N f(r) = f(t d7'<—/ t—71)tedr = ——— Va >0
‘ 2‘ F(Oé) t—é}( ) ( ( ) ())’ F(Oé) t—(S( ) F(Oé—i-l)
Luego
lim 1] = ¢ (14)
Por otro lado, siendo f continua en [a,t — 4], resulta acotada y por lo tanto:
1 t—§ )
< —r)es —
hl < mr [ le=n ) = ) dr <
Mo M
- t— Oé—ld = [(t = 04_604
<qa [ =t = s -0 =6
Luego
1 |11] = 0 (15)
Con todo esto, podemos asegurar que
St —a)
JOF() — FO| < ||+ L]+ [N g
17F0) = FO1 < [l + 18]+ | FEE =
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O = a)° L (t—a |
lim W‘f@' —i:f%|f<t>|'r<a+1> ‘1' =0 (16)

De (14), (15) y (16) podemos decir que

0< lim [ J°F(t) = f(O)] S € ¥e>0

Por lo tanto,
lim [ 1°f(t) = ()] = 0

Proposicion 12 ,1°( 1P f(t)) = J*TPf(t)

Demostracion:
TGIFO) = o [ (=) a0 = s [ [0 e -
= 71 t t — )Y r =) ldr
= T [ s [ eyt —ora (17)
Ahora bien, de (6) y (7) tenemos que:
Be(t) = /0 P = ) = (1) = 7?(?1(,::’)) ot
o [e-mr—omar o [ e -
¢ Ay attl
= haalt =€) = Tt = ¢ (19)

De (17) y (18):

TG I0) = e | O F e g - O =

1 t
- t—O\etP-1qc = o8 f(¢
o | SO, 1
Observacion 18 Obviamente podemos intercambiar o y 3 y obtenemos

APIOf (1) =0 IPFf () =0 1P f (1) =4 I°( 1P (1))
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Observacion 19 Integracion fraccionaria de la funcion (t — a)®

Si en (18) tomamos ( = a y a:= o+ 1 tenemos que

' o o, Lla+DI(B) ot
/G(t—T)B (1 —a) dT_F(oH—l—i—ﬁ)(t_a) g

Luego,
JW@—aww:ﬁ%i/a—TWAW_awm::

INa+1)

Ma+p+n !~

Proposicion 13 FEl operador Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es lineal

BEDS(AF(E) + pg(t)) = AEED® f(£) + pu FEDe (1)
Demostracion: Se deduce de la linealidad de la integral.

Proposiciéon 14

a DI f(1) = f(1)

Nota 2 FEsto significa que el operador derivaciéon fraccionaria de Riemann-Liouville es un in-
verso a izquierda del operador integracién fraccionaria de Riemann-Liouville de mismo orden .

Demostraciéon: Veamos primero el caso o = n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos entonces
que n > 1. Aplicando la Observacion 14

1 a7 1 B 1 [ n—1 _
ﬁmﬁﬁwﬂfmmjﬁﬁﬁlww f(r)dr =

d t dnfl 1
S L N P 19
dt [dtn—l A } / Uy 1) (19)
Para comprobar que es valido derivar bajo el signo integral (que depende de t!), planteamos lo
siguiente:

(}fLDn(aInf(t)) =

< (= 7y f(r)dr lim {/aHh(t Fh— ) f(r)dr — /:(t - T)"lf(T)dT} -

a

:Hmil%@+h—ﬂ"1—@—TW1VWMT+[“h@+h—;W1ﬂﬂm}:

h—0 h

- / (n—1)(t — )" 2f(r)dr (20)

En efecto, en la primera integral, es licito intercambiar el limite con la integral ya que podemos
aplicar el Teorema 6 a la funcion

(tth—7)"" = (t=7)"")f(7)

F:(a,t) x(0,1) > R/F(1,h) = 3

Trabajamos con el limite h — 0". El caso h — 0~ es analogo.
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1. F(-,h) es medible por ser continua.

((tth—m)" —(t—7)""")

2, Ao F(rh) = lim, t hhnfl ; nf(lT):
iy MmO O e
3. |F(r, )| = [ DT €2 DT D)

Queremos acotar por una funciéon integrable que no dependa de h. Para esto, definimos
la funcion g(s) = (s)"!. Siendo g continua y derivable en R podemos aplicar el Teo-
rema del Valor Medio en el intervalo [t — 7,t — 7 + h], y, para cada h € (0,1) ¢, €
[t—T1,t—7+h]/

=(n—1)]e """

' (t+h—7)""t =t —7)""1)
h

Ahora bien, a < 7 <t=0<t—7 <t—aysiendo 0 < h < 1, resulta
O<t—7T<c¢,<t—T+h<t—a+h<t—a+1

Por lo tanto

—)" " —(t—7)" 1) f(r n—
[F(r )| = | (=0 = (1) e ()] <

<(n=Dt—a+1)"2[f(7)|
que es una funcion integrable en (a,t) ya que n —2 >0

Luego

[ (R =) = (= 1))
h—0 J, h

dr = / (n—1)(t—7)"2f(r)dr

El segundo limite es una aplicacion directa del Teorema del Valor Medio del Cdlculo Integral

t+h — A\l f(r -
/t (t+h h) S )dT:(Hh_C)n—lf(g)#:(t+h—€)”_1f(C)

con ( € [t,t+ h], y por lo tanto

t+h _ \n—1
lim (t+h—1)""f(7)
h—0*t J, h

dr = lim (t+h— Q)" f(C) = (¢ — )" f(t) = 0
h—0*t
Finalmente para obtener el resultado (19) basta repetir este procedimiento n — 1 veces.

Ahora para el caso general, sea n/ n — 1 < o < n. Debido a la Proposicion 12,

oA I () = o™ [ (1)

Luego,
BED I (1) = TS0} = {0} = ()
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Observacién 20 De aqui en adelante notaremos ,D* en vez de B D

Proposicion 15 Si la derivada fraccionaria D f(t) de la funcion f(t) es integrable para el
orden «, entonces

e

-1

dWDf)(8) = f(t) = > (D" f)(at)

1

(t—a)*’ (t—a)** k—a
Tla—j+1) Tatl—k [T f(7)]

<.
Il

donde (,D*7I f)(a+) = [oD* 7 f(t)],_, v k =[]

Demostracion:
Razonando como en la Proposicion 14, es valido escribir

OO0 = s [ €D = 5 st [ oty
Sea k = [a/]
1 ! o e 1 ! d* N
i [ = s [am el e @)

Vamos a integrar por partes utilizando u = (t — 7)* y dv = jT—kk (a[’“’af(T)), para lo cual
observemos que:

k k—1
o) = [ (")) dr = oI ()

Luego,
t t k
ﬁ / (t - 7)2D° f (7)dr = ﬁ / (t =) 1) dr =
= T g )|~ [ = o () dr =
) [ gkt o t k-1
_151204 +>1) {ddT’“l a]k_l_(a_l)f(T)] _ N Fa+1) /a (t= T)a_lddrkl (alk_af(T)) dr =
s LD 0] e [ s () e

Aplicando este mismo razonamiento a la integral %a) fat(t —r)ot d‘fkf,ll I f(7)dT obtenemos

1 t o dkfl Y -
iy J, =7 ol =

(t — a)afl s 1 t - Jk-2 -
:—W [QD f(t)]ta+m/; (t—T) P (aI f(T)) dr
Con esto,
1 ¢ o e B
) / (t =) D" f(r)dr =
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y teniendo en cuenta que

; ' _ a— - _; ! . (a —)— — _
T 1o [, €7l T = g [ s -

= LRI () =4 I (2)

resulta

Rl D) =7 oD ()i =

(t o a)a-i-l—j ) (t o a)a-ﬁ-l—k

D f ()] — NCES ) oI5 f ()], + L' f (1)

(23)

dt 1F(2—|—a—j)
o~ (t—a)Q (t—apt
- F(a+1—.7)[ f®)s T(a+1—k) LS iy + 10

Observacion 21 Observemos que esta propiedad, si 0 < o < 1 resulta

(t —a)>!

(a)

Nota 3 Para simplificar la notacion, escribiremos directamente

1D f)(t) = f(t) — I F)],_,

(t—a)*

k
PGDO = 110 = 3 LD N5y

J=1

donde, entendemos que (oD% f)(a+) = [alk*af(T)]t:a ya que, en este caso seria o —k < 0
y la deriwada fraccionaria no estaria definida.

Observacion 22 Con esta propiedad hemos demostrado que el operador integral de Riemann-
Liouwville en general, no es el inverso a izquierda del operador derivada fraccionaria de Riemann-
Liouwville.
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Proposiciéon 16 1. Si f(t) es una funcidn continua y o > 3 > 0,
D I7f (1) = DI f(2)
2. Si f(t) es una funcion continua y 0 < o < 3,
D IPF() = oI f(1)
Demostracién:

1. Consideremos los enteros no negativos n y m donde 0 < m—-1<a<my0<n<
a — 8 < n. Obviamente, n < m, luego podemos poner m =n +n con n € N.
Utilizando la definicion de derivada fraccionaria y la Proposiciéon 12 obtenemos:

DI F(1)) = T[T 0)] = o [T 0] = 1 f(1))] =

% {% [a]ﬁ(aln—(a—ﬁ)f(t))}} = % [a]n—(a—ﬁ)f(t))} _ aDO‘_Bf(t)

2. Utilizando ahora la Proposiciéon 12, y Proposiciéon 14 tenemos
aDa(aIBf(t)) = aDa(aIOH_B_af(t)) = aDa(a]a alﬁ_af(t)) =

= (D" L") (77 f (1) = 17 f (1)

Veamos ahora qué resulta de combinar derivadas ordinarias y fraccionarias:

Corolario 3 Sea § >0, n =[] y k € N.
1. Sik>n, DF(JIPF(t)) = D¥Pf(t)
2. Sik<n, DF(JIPF(t) = JI°7FF(t)

Observacion 23 Derivada fraccionaria de la funcion (t — a)®.

Recordemos que estamos pidiendo que f(t) sea continua e integrable en todo intervalo finito
(a,t) y ademds puede tener una singularidad de orden v < 1 en el punto t = a. Luego bastard
pedir que « > —1. Sean/n—1 < a <ny f(t) = (t —a)*. Utilizando la definicion 14, la
observacion 18 y recordando que I'(z + 1) = 2I'(2),

o, o Ma+1) Het 1)
aDﬁf(t)—%(aI ﬁ(f(t))—% Tla+n—pB+1)

A S ey sy

(t —a)*?

Observacion 24 FEsta observacion nos dice que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
de una constante no es cero. En efecto:

DA (C)=C,D(1)=C,D((t —a)) =
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Proposicién 17 Si la derivada fraccionaria ,DP f(t) de la funcion f(t) es integrable y n es un
entero no negativo tal que 0 < n —1< [ <n.

1. St a > [ entonces

af D4 — JoB 1 i (t—a)*™
WD) = 110 = 3 LD 0 =
2. Si o < [ entonces
°(,0" DPe f: D (=)
(D" f(t) = () 2. F0)], T(a—j+1)

Demostracion:

1. Usando primero la Proposicion 12, luego la Proposicion 15 y la linealidad de la integral

e DIf(t) = I PIIDOf (1) = 1P {fu) - Z D 1)), F“‘—)ﬁ} _

= =B -j+1)
a S R ERY
con n = [[3]
Basta probar entonces que
_q)B-i — g
1077 { i ~a) } _ (t=a) (24)
rg—-j+1)] Tla-j+1)
Aplicando la Observacion 19, resulta
) I'(B—7+1 )
a[oz—ﬁ [(t . G)B_]} _ (ﬁ J + ) (t . a)oz—j

MNa—-p+pB—j+1)
y, de la linealidad de la integral, obtenemos 24

2. Sea a < 3. Aplicamos primero la Proposicion 14, luego la Proposicion 12, y finalmente la
Proposicion 16 - 1

A DPf(t) = DIIP (ITDP (1)) = oD (WI® (JFDPf(1)) = oD (ul; D7 f(1))

(25)
Aplicamos ahora la Proposicién 15 y por ultimo la Observacion 23

o o —a k —j (t B a’)ﬁ_j _
D (IPDPf (1)) = .D? (f(t) — > 21D’ f)(a"'_)[*(ﬁj(_gl)))ﬁ'
. —a k —j —« —a ’

= DP (f0) = Tt D)) D? gtw 7 5)

B o ok —j t—a)*7

- aDB (f(t)) Zj:l(aDB f)(a+) (F(O[ _] + 1)>
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Asi, de (25) v (26)

Ea

t—a)*
JODPf(t) = ,DP e D" f)(a+) ((—)
2D (1) Z N\ Fa=5+1
Proposicion 18

Dt —a)* =0 j=1,2,...,n con n=[a]

Demostracion: A partir de la Observacion 23,

dtr a—j+n—a+1)
A’ | 'Na—j+1 :
= (Oé‘ It >(t—a)_3+” =0
dtr |[I'(=j+n+1)
va que 0 <n — 7 <n—1y estamos derivando n veces. .

Observacién 25 Podemos decir entonces que las funciones (t—a)*7  j=1,2,..n con n =
[a] cumplen el rol que las constantes desarrollan en la derivacion entera, para el operador de-
rivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden o.

Corolario 4 ,Df(t) =0 <= f(t) = >_7_, ¢;j(t —a)* 7, [a]=n

Demostracion:

=)

i
L

dn

D) =0

[I"f ()] =0= I"f(t) = ) ci(t —a)

i

Il
o

Para obtener f(t) aplicamos el operador inverso (Proposicion 14), resulta

n—1 n—1
ZCZDR O‘(t—a) = Zc}(t— yimnte Zc] (t—a)*™
i=0 i=0 n—i= ]] 1
<)
n n
:Zc]t—ao‘]: D*f chaDo‘t—a =0
Jj=1 Jj=1 Prop 18

La siguiente proposicion es relativa a la derivacién entera de una derivada fraccionaria y vice-
versa.
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Proposicién 19
1. Si f(t) es una funcion que admite derivada fraccionaria de orden o y n € N,

dn «@ _ a+n
S (D F(B) = WD (0

2. Si f(t) es una funcion derivable hasta el orden n y la derivada n—ésima admite derivada
de Riemann-Liouville de orden «, entonces

N dqn ain nol f(J) a)(t — q)—on
DGl 0) = o500~ S

Demostracion:

1. Seaa=k—pfdonde k =[a] y0<p <1

- [%ﬁ / (- T>51f<7>d7>} = ﬁi—i / (=) )y =
qntk
= Sl IPF(t) = (D) = (DM
2. Por la Proposicién 15, tenemos que:
il t—a)" (t —a)~

LMD = F() =S (oD f)(a+)ri—

=t n—j+1) =al(n—n+1)
— )= S D" D) s — L), =
) = D" ) T
_ . = l ( - OJ)l _ o — 0) (t — a)l
10 = D' e gy o f0 =2 et gy (27)

Por otro lado, aplicando la Proposicién 14 con o« = n, y la Observacion 14, tenemos que
D™ (o I™g(t)) = g(t), luego

aDag(t) = aDaJrn(a[ng(t)) (28)

Combinando (27), (28) y la Observacion 23,
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d" n—1 Y
. dﬁiﬂ) = DI F (1) = WD (F(E) - ;f@(m&z fi)) _
a+n = t a)lfafn
oD (L) 121 £ l (R e—

Corolario 5 Bajo las hipdtesis de los items a) y b) de la Proposicion anterior y si f9)(a) =

0, VkE=0,1,2,...n 1 entonces el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
conmuta con el operador & dt_m esto es,
" dar

(aDf(t)) =a D (2 f (1))

dtn dtn

Proposicion 20 Si la derivada fraccionaria D f(t) de la funcion f(t) es integrable,

«@ B8 a+B - B— (t_a)iaij
DDY) = oD~ D e

donde [B] =n .

Demostracion:

Sea m tal que m — 1 < a < m. Haremos el caso m — a < f3.

Aplicando la definicién de derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, la Proposicién 17-2 y la
Proposicion 19-1 tenemos:

{ Jme Dﬁf } _

DD F() = T

:d_m{a O¢+B mf i Dﬁ Jf a+ (t_a)m—a—j. }:

dtm F'l+m—a—j)

J=1

= D0 = 3D N0 g T =

i dtm Il+m—a—j)
DaJrﬁf i DB~ ]f CH- (t—a)aj
= Nl —a-—1j)

aDﬁ(aDaf(t)) Da+5f i Do~ Jf a—I— M

dondem —1<a <m.
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Con esto podemos concluir que, en general, los operadores derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville de distintos 6rdenes (el caso @ =  ya lo analizamos) no conmutan.
Sin embargo, si agregamos las siguientes condiciones:

DI flat)=0, Vji=1,..,m

D fa+)=0, Vji=1,...n
podemos asegurar que ,D(,DPf(t)) = D?(,D*f(t)) = «D**Pf(t)
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5. Derivada fraccionaria de Caputo

La definicion de derivada de Riemann-Liouville tuvo un papel muy importante en el desarrollo
de la teoria del célculo fraccionario y de sus aplicaciones puramente matematicas (solucion
de ecuaciones diferenciales de orden entero, definicién de nuevas clases de funciones, suma de
series, etc.). Sin embargo, para los problemas que surgieron en aplicaciones modernas y en los
que se disponia de condiciones iniciales fisicas concretas, se prefirié otra definicién de derivada
fraccionaria, también introducida por Liouville pero utilizada por primera vez por Caputo. Esta
definicion tiene la ventaja de requerir inicamente el conocimiento de los valores iniciales de la
funcion y de sus derivadas de orden entero si es aplicada en conjuncion con el método de la
Transformada de Laplace.

Definicion 15 Sean o > 0 y n = [«]. Sea f una funcidn derivable hasta el orden n en [a,b].
Definimos la derivada fraccionaria de Caputo de orden o como

CD (1) = s [ = O = (0 0)

I'n—«

Observacion 27 Segin esta definicion, la derivada fraccionaria de Caputo no es otra cosa que
la intgral fraccionaria de orden n — o de la funcion f™(t). Vimos en la Observacidon 16 que
esta integral era convergente si a > 0 y f es una funcion integrable y continua en todo intervalo
(a,t) que puede presentar una singularidad de orden r < 1 ent = a. Estas hipdtesis claramente
las verifica f™(t) ya que al ser f derivable hasta el orden n resulta f™(t) continua, esto es,
t = a es un punto reqular de f.

Proposicion 21 Sean a >0 yn = [«a]. Sea f una funcidn derivable hasta el orden n en [a,b].
Entonces
“Dof(t) = 0sit—a

Demostracion:
Siendo f(™(t) continua en [a,b], es acotada y

9050 = |y | (=77 e < [ (e =ryetara

Sea ahora t > a, fijo y pensemos en una integral impropia de 2% especie:

C

t c t — 7)o
/ (t—7)"*Ydr = lim [ (t—7)""*'dr = lim _=nm

c—=t— Jq c—1— n—uo

(t—c) > (t—a)"* (t—a)"

= lim — + = yaquen —a >0
et n—ao n—ao n—ao

Luego,
(t _ a)n—a
n—au

|SDf()] < —0sit—a

Observacion 28 Sia=m € N entoncesn=m+1y

CD™f(t) = ﬁ / t(t — )0 (rydr = ()| = f () — f (at)
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Proposicion 22 Sean o >0 yn = [a]. Sea f una funcion derivable hasta el orden n en |a, b.
Entonces

lim €D f(t) = £ (1)

Demostraciéon:
Aplicando la Observaciéon 27 y la Proposicion 11,

I 7D° f(1) = lm 1" (£ (1)) = /(1)

a—n

Observacion 29 FEsta propiedad nos indica que, similarmente a lo ocurrido con la derivada
de Riemann-Liouville, la derivada fraccionaria de Caputo nos da una interpolacion entre los
operadores de orden entero.

Observacion 30 Vimos en la Observacion 24 que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville
de una constante no es cero. Esto no ocurre con la derivada fraccionaria de Caputo. Claramente

“D*(K) = 0.
Proposiciéon 23 FEl operador Derivada fraccionaria de Caputo es lineal
e D) + pg(t)) = ATDf(t) + g Dg(t)
Demostraciéon: Se deduce de la linealidad de la integral.

Proposiciéon 24 Relacién entre las derivadas fraccionarias de Caputo y de Riemann- Liouville.
Sea [ una funcion derivable hasta el orden n en el intervalo [a,b]. Entonces

n—1

RELDf(t) = ED () + ) [ (a+)

J=0

t—a)—
Ul (29)
F'G+1—-«w)

Demostracién:
Sea n = [a]. Aplicando la definicion 2.1, integrando sucesivamente por partes y utilizando el
resultado (20) de la Proposicion 14, tenemos:

RL Df(t) = % {7F( ! ) /:(t - T)n_a_lf(T)dT:| =

n—uo

a1 (=)
~dinT(n — ) n—a

1 d" (t—a)o 1 /t (t — 7)o

:F(n—a)% n—a f(a)+l“(n—a)% n— o«

B SNy AV

B (n—a)...(1-a) D fla 1 a1t el g
BT T A )+F(n—a)dt”—1/a(t AL
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(t—a) 1L at o
— T o) fla) + T —a)ar (t—71) L¥(r)dr (30)
Aplicando este razonamiento a ﬁc‘ﬁ—: fat(t — 1)L f'(7)dT obtenemos:
1 dnil ! n—a—
eyt J, = 0 =
(t_a/)—a—l—l , 1 dn—2 /t a1 £(2)
_ t — )@ d
['2—a) Jlat)+ I'(n—a)dtn=2 J, (t=7) S (r)dr

Reemplazando en la expresion (30) y repitiendo este procedimiento n veces, se obtiene la ex-
presion (29). n

Corolario 6 Bajo las mismas hipdtesis de la Proposicion anterior,

@—@1

n—1
ﬂwﬂw:R%DaP@—Ejﬂwww ﬁ
§=0 '

Demostracion:
Es una aplicacion directa de la Proposicion 22 y la Observacion 23. En efecto,

—ay

J!

2 e e s

RLQDa((t ‘ : :
Jrl+j— ) I'l+j—o)

A partir de la Proposicién 22 podemos plantear las siguientes equivalencias que son muy im-
portantes en la formulacion de problemas de valores iniciales para ecuaciones diferenciales con
derivadas fraccionarias.

Proposicion 25 Sea o € RT y n = [a] .Sea f una funcion derivable hasta el orden n en el
intervalo [a,b]. Entonces la condicion fraccionaria

FLD*f(at) = 0
equivale a las condiciones enteras
f9%a+)=0, j=0,1,...,n—1

Demostracion:
<) Si fU(a+) =0, j=0,1,...,n—1, en la Proposicién 22 resulta

HELDef(t) = Df ()

sit — a, YD*f(t) — 0 (por Proposicién 21), de donde obtenemos la condicién fraccionaria
RLDe f(a+) = 0.

=) Si 22D f(a+) = 0, multiplicando sucesivamente a ambos miembros de la identidad (29)
por (t—a)*7 j=n-—1,..0

(t—a)(t —a)*

FEDUf ()t —a)*™ = TDf()(t —a)* + i f¥(at) T(k+1-a)

k=0
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y tomando limite cuando t — a+ se obtiene

0=0+ fD(a+) j=n—-1,...,0
| |

Como anticipamos antes, esta equivalencia nos permitird emplear condiciones iniciales ente-
ras (las cuales podemos interpretar fisicamente) teniendo en cuenta que por cada condicion
fraccionaria de orden « tendremos n condiciones enteras.

Proposicién 26 $D(t—a)* =0 Va>0,n—-1<a<n y k<n,keN,.

Demostracion: .

Es evidente ya que %(t —a)® =0 por ser k < n y aplicamos la definicion 15. .

También vale pena resaltar que el papel que juega la funcion de Mittag-Leffler respecto a la
derivada fracccionaria de Caputo es parecido al de la funcién exponencial con respecto a la
derivacion clasica.

Proposicién 27 CDYE, (At —a)®) = AE, (At —a)?), a>0 MeR.

Demostracion:
Sea a > 0y A € R. Aplicando en primer lugar la convergencia uniforme de la serie sobre
compactos, luego haciendo la sustituciéon 7 = (t+a)s+a y aplicando finalmente la Proposicion

5,
1 ¢ (1 —a)”
CDaEa _ ) — / _ n a— 1 E : k —
a ,1()\(t a’) ) F(TL-O&) . (t Oék?—l—l dr

o0

1 = AP Ta t—a
— t ak—a _ J\n—a—1 akfnd —
F(n—a)kgf((xk—n—%l)/o (t+a) (t+a 2 (5) °

1

— 1 i - Ak (t—l—a)akiar(&k—i_ 1—n)l(n—a) (t—a)ak—a )

(ak —n+1) Iak —a+1) t+a

> )\k . > (t o a)a(k 1) . CL ak
— t— )Y = )\k k+1
Zf(ak—a+1)( %) 2 T(a(k—1)+1) Z ak+1)

=\ i /\’“M = AE, 1 (At — a)®)
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Veamos otra diferencia entre la derivada fraccionaria de Caputo y la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville:

Proposicién 28

CpCDMf(t)) = DM (t) m=0,1,2,..; n—l<a<n

(mientras que en el caso de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville teniamos d—( DOf(t)) =

D f(H) )
Mds ain
CDUGDMf(t) = FDM(GDf (1) = D ()
si fDa)=0, j=nn+1,.m m=012..; n—1l<a<n

n
(mientms que en la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville teniamos %(GDaf(t)) =

(dtnf( )) si f9(a) =0, Vk=0,1,2,...,n—1)

Demostracion:
Sea n = [«]. Aplicando la Proposicion 20 y la Observacion 28,

«@ m _ 1 ! nfaldn m
CDEDM W) = ey [ =T S [CD )] e

1 ¢ d" 1 K
- - L — n—a—1 2 p(m) _r(m) dr = 7/ t— n—a—1 g(m+n) d
o | T S ) = S ) = s [ g ar
(31)
Por otro lado, siendo n +m = [a + m]
c 1 t (m+n)
Doc-i—m t) = t— n+m—(a+m)— m+n dr =
D0 =m0 ) ) ()
1 t
- - t— n—o—1 £(m+n) d 9
e | = ar (32)
De (31) y (32) tenemos la primera parte de la tesis.
Para la segunda parte llamemos g(t) = ¢Df(t) = F(nl > fj(t — e f(r)dr

Por la Observacion 28,
SDM(EDf(8) = " (t) — 9" (a+)

donde
1

t
(m) () — _ )(n—a=(m+1)) £(n) (m) —
§0) = oy | = FO@dr ¥ g (at) =0

resultado que se obtiene aplicando sucesivamente el resultado (20) de la Proposicion 14.
Integrando por partes,

(m) (4) — 1 o ) A t
g (t)_F(n—m—a) D —a—m f(r)

1 t (1t _ \(n—a—m)
+ [ e

I'(n—m—a) n—a—m

a

B (t _ a[)(nfafm) (n)
B F(n—m—a+1)f (ah) +

1 ! . (n—a—m) £(n+1) o
T [ =
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m—1

(t o a) (n—a—m+jy)

_ (n+4) 1 L \nman1) plnim)
T F(n—m—(x—l—j—l—l)f . (a+)+F(n—a)/a(t 7) frrm(n)dr

j=0
de donde podemos concluir que
SDUE DT () = (DM((Df(E) = ¢ D)
si f")(a+) =0 Vj=0,..m—1, o bien si
f9%+)=0 Vj=n,..,n+m—1

Veamos por tltimo un enfoque que nos presenta a las derivadas fraccionarias de Riemann-
Liouville y de Caputo como una generalizacion del concepto de derivacién en sentido genera-
lizado o bien derivacion en el sentido de las distribuciones. Para esto necesitaremos el concepto
de convolucion

Ft) * g(t) = / " f(n)glt — )dr

Consideremos la funcién .
t*—

[a)

siendo H la funcion de Heaviside. Podemos escribir entonces,

Xa(t) = H(t) a>0

JOF(1) = ﬁ / (t = 1) f(r)dr = F(t) * xa(2)

Nota 4 La funcion x, es localmente integrable en R y por lo tanto es una distribucion de orden
0.

Veamos algunas propiedades que verifica la distribucion y,,
Proposicion 29
=06 VkeN (33)
donde §(t) es la funcion Delta de Dirac.
Demostracion:
Lo probamos por induccién.

Si k=1, por la Proposicion 1
Ox1=0H =9¢

Sea ¢ € D(R)

3k+1(><k+1(90)) = 8’“(8(Xk+1(<p))) = 3k(—Xk+1(<P/)) = 3k(Xk(90))\:/5

>
S.
i

ya que
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o) = [ e Ot == el

+ [ et =0+ )

Nuestro objetivo es ahora poder definir y, cuando a < 0. Observemos que si quisiéramos
considerar « = —k, k € N estarfamos en problemas, ya que estos son polos de la funcion
Gamma y no podemos evaluar I'(—k). Sin embargo, la siguiente propiedad nos permitira dar
una definicion adecuada:

Proposicién 30 0%y, = xa Va >0, Vk € N

Demostraciéon: Es anilogo a lo hecho en la Proposicién anterior.

Definicion 16 Sea o <0 y k = [«]. Sea p € D(R). Definimos la distribucion x, como

Xa(®) = 0" Xarr (@) = (1) Xarn (0 ¢)
Observacion 31
Xo=0x1=0H =96
Xk = ak+1X*k‘+k‘+l — akJrle — ak(aH) _ ak5 — 5(k) (34)

Recordemos que la funciéon Delta de Dirac juega un papel muy importante en la convolucion:
es el elemento neutro. Sea f una funcion localmente integrable (i.e., f es una distribucion), por
la Proposicion 3 resulta

F)+8W(t) = fO(1) = a(t) = fP(1) (35)
De (34) y (35)
F@) xo(t) = f(t) *0(t) = f(t)

F(&) * xa(t) = f(2) + 0'(2) = f'(2)

F() % x-1(t) = f(1) % 60 () = FP (1)

donde estas derivadas estan dadas en el sentido de las distribuciones.

Luego, una posible definicion derivada fraccionaria de orden o, o > 0, con f(t) € D'(R){g,00) -
seria

D) = F() % X—alt) = F(8) % O X-arn(t) (36)

donde esta convolucion de distribuciones esté bien definida debido a la Proposiciéon 2.

Ahora bien, a partir de la Proposicion 3 podemos concluir que

k
D FE) = F0) 5 0N arslt) = F (0 arslt)) = 5 (IS 0) (37
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donde la tdltima igualdad es valida si f es una funcion que verifica las hipotesis de la definicion
14, que no es otra cosa que la definicion de derivada fraccionaria de Riemann- Liouville, mientras
que 3

DL = F(1) 5+ 0 X aen(t) = () % Xara(t) = oI* (1)

donde la ultima igualdad es valida si f es derivable hasta el orden k que es la definicién 15 de
derivada fraccionaria de Caputo.

Nota 5 FEsto nos permite afirmar que las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y de
Caputo coinciden en el sentido de las distribuciones.

Observemos que esto no contradice la Proposicion 24, ya que en (36) y (37) f es una funcidn
cuyo soporte estd contenido en [a, o) y por lo tanto fO(a*) =0,Vj =0,1,....k — 1.
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