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Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNR1. Breve introdu

ión históri
a¾Alguna vez nos planteamos en nuestro trans
urso por los 
ursos de matemáti
a qué signi�
aríaha
er D1/2f(x)?La idea de generalizar la no
ión de derivada para valores no naturales, surgió 
on el na
imientodel propio Cál
ulo Diferen
ial. En aquel enton
es se planteó la 
uestión del sentido que tendríauna derivada de orden fra

ionario en vez de natural; por ello se le asignó originalmente elnombre de Cál
ulo Fra

ionario. Más tarde se amplió el al
an
e de la pregunta anterior: ¾Sepodrá derivar respe
to de un número 
ualquiera, fra

ionario, irra
ional o 
omplejo?. Veremosque esto es posible y, por ende, deberíamos sustituir el término de �Cál
ulo Fra

ionario� porel de �integra
ión y diferen
ia
ión de orden arbitrario�. Sin embargo el origen históri
o, en este
aso, ha tenido más peso y, la bibliografía a
tual a
er
a de este tema se en
uentra bajo el título�Cál
ulo Fra

ionario�.La nota
ión de Leibnitz D(n)f(x) o dnf(x)
dxn , empujó en 1695 a L'H�pital a preguntarle �¾Quésu
ede si n es 1/2 ?”. Leibnitz respondió: � Usted puede ver por eso, señor, que uno puedeexpresar por una serie in�nita una 
antidad 
omo d1/2xy o d1:2xy . Aunque las series in�nitasy geométri
as son rela
iones distantes, las series in�nitas admiten sólo el uso de exponentesque son enteros y no ha
en, todavía, el uso de exponentes fra

ionarios.” Después en la misma
arta, Leibnitz 
ontinua profetizando: �Esta es una aparente paradoja que algún día mostrarásus útiles 
onse
uen
ias”.En 1730, Euler es
ribió:�Si n es un entero positivo, `dn' puede ser en
ontrada 
on deriva
ión
ontinuada. De tal manera, sin embargo no es evidente si n es una fra

ión; pero 
on la ayudade la interpola
ión uno puede expedir el asunto�.La primera referen
ia en un texto a una derivada de orden arbitrario apare
e en un libro de1819 del matemáti
o fran
és La
roix, en el que dedi
a a este tema dos páginas de las 700 quelo 
onstituyen. La
roix desarrolló un ejer
i
io meramente matemáti
o generalizando el 
aso deorden entero. Hagamos nosotros mismos el ejer
i
io: Consideremos la fun
ión y = xn, 
uyasderivadas m-ésimas están dadas por:

dm

dxm
y =

n!

(n−m)!
xn−m n,m ∈ N n ≥ mUtilizando la fun
ión Gamma para generalizar los fa
toriales, sustituyendo m por 1/2, n porun número a real positivo 
ualquiera y suponiendo x > 0, obtenemos:

d1/2

dx1/2
y =

Γ(a + 1)

Γ(a+ 1
2
)
xa− 1

2que � representaría la derivada de orden 1/2 de la fun
ión f(x) = xa �. Para a = 1, tenemos
d1/2

dx1/2
f(x) =

Γ(2)

Γ(3/2)
x

1

2 =
1

1/2Γ(1/2)

√
x =

2
√
x√
πy este resultado 
oin
ide 
on la de�ni
ión de �derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville � queveremos más adelante.2011 Sabrina Ros
ani 1



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNREl paso siguiente lo dió Fourier en 1822, al sugerir la utiliza
ión de la igualdad
dp

dxp
f(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞

λpdλ

∫ +∞

−∞

f(t)cos(λx− tλ+ p
π

2
)dtpara de�nir la derivada de orden p arbitrario de una fun
ión que se 
omportase �su�
ientementebien �, sin ser ne
esariamente una fun
ión poten
ia. Pero no propor
ionó ejemplos o apli
a
iones.El primero en presentar una apli
a
ión fue de Abel en 1823, utilizando el Cál
ulo Fra

ionarioen la solu
ión de la e
ua
ión integral:

k =

∫ x

0

(x− t)−1/2f(t)dtque se obtiene al plantear el problema de la tautó
rona, es de
ir, el problema de determinarla forma de una 
urva de modo tal que el tiempo de des
enso de una masa puntual que sedesliza por ella sin fri

ión y bajo el efe
to de la gravedad sea independiente del punto departida. Esta e
ua
ión integral, llamada de Abel, 
orresponde a un tiempo de deslizamiento
onstante y 
ono
ido; la integral que en ella apare
e, salvo por el fa
tor multipli
ativo 1
Γ(1/2)

,es la integral fra

ionaria de orden 1/2 de Riemann-Liouville de la fun
ión f(x). Abel es
ribióel lado dere
ho de la e
ua
ión 
omo √
π d−1/2

dx−1/2 f(x). Luego operó en ambos lados de la e
ua
ión
on d1/2

dx1/2 y obtuvo:
d1/2

dx1/2
k =

√
πf(x)La solu
ión de Abel fue 
atalogada 
omo � elegante �, lo que atrajo la aten
ión de Liouville,quien después de una dé
ada volvió a trabajar en el Cál
ulo Fra

ionario, y en 1832 hizo elprimer gran intento de de�nir la derivada fra

ionaria. El punto de partida de Liouville fue el
ono
ido resultado para las derivadas de orden entero m de la exponen
ial

Dmeax = ameaxdonde a es una 
onstante real, que extendió de modo natural a las derivadas de orden p arbitrario
Dpeax = apeaxEnton
es asumió que la derivada de orden arbitrario de una fun
ión f(x), que puede ser desa-rrollada en una serie del tipo

f(x) =
∞∑

n=0

cne
anx,tiene la forma

Dpf(x) =

∞∑

n=0

cna
p
ne

anxEsta fórmula es 
ono
ida 
omo la primera de�ni
ión de Liouville, 
on la obvia desventaja deser úni
amente apli
able para fun
iones que se puedan expresar 
omo serie de exponen
iales, yen di
ho 
aso 
onsiderar aquellos valores de p para los 
uales la serie 
onverge.Como esta de�ni
ión no lo satis�zo, Liouville optó por un segundo método basándose en lade�ni
ión de la fun
ión Gamma:2011 Sabrina Ros
ani 2
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ionario LM - UNR
I =

∫ ∞

0

ua−1e−xudu a > 0, x > 0donde, ha
iendo la sustitu
ión xu = t obtenemos:
I =

∫ ∞

0

ta−1

xa
e−tdt ⇔ I = x−aΓ(a) ⇔ x−a =

1

Γ(a)
ILiouville opera enton
es 
on Dp en ambos miembros y

Dpx−a =
(−1)p

Γ(a)

∫ ∞

0

ua+p+1e−xudude donde llega a su segunda de�ni
ión de derivada fra

ionaria:
Dpx−a =

(−1)pΓ(a+ p)

Γ(a)
x−a−p−, a > 0Sin embargo esta de�ni
ión sólo se apli
a a fun
iones del tipo x−a 
on a > 0.Otra vez estamos bajo una de�ni
ión que se apli
a sólo a un 
onjunto restringido de fun
iones.Esto produjo 
ontradi

iones y 
ríti
as entre queines apoyaban la �de�ni
ión de Liouville� yquienes apoyaban la �de�ni
ión de La
roix �.La aten
ión se desplazó enton
es ha
ia la integral fra

ionaria, pensando que quizás de éstase dedu
iría la de�ni
ión de derivada 
omo la de su operador inverso izquierdo, en analogía al
aso entero. En esos mismos es
ritos de 1832, Liouville obtuvo la siguiente fórmula:

(
D−pf

)
(x) =

1

(−1)pΓ(p)

∫ ∞

0

tp−1f(x+ t)dt, ℜ(p) > 0que hoy en día, eliminado el fa
tor (−1)p, es 
ono
ida por la de�ni
ión de Liouville por ladere
ha de la integral fra

ionaria de orden p.Siguiendo esto, 
abe men
ionar un es
rito de Riemann fe
hado en 1847, y de publi
a
ión póstu-ma en 1892 en Gesammelte Werke. Bus
ando una generaliza
ión de una serie de Taylor obtuvola expresión
D−pf(x) =

1

Γ(p)

∫ x

c

(x− t)p−1f(t)dt+ Φ(x)para la integral de orden fra

ionario.Debido a la ambigüedad del extremo inferior de integra
ión c, Riemann 
onsideró oportunoañadir una fun
ión 
omplementaria Φ(x) de naturaleza indeterminada. Riemann se preo
upa-ba por una medida de desvia
ión para el 
aso cD
−p
x f(x) y c′D

−p
x f(x) 
uando c 6= c′.El primer trabajo que �nalmente 
ondujo a la a
tual de�ni
ión de la integral fra

ionaria deRiemann-Liouville fue debido a N. Ya. Sonine en 1870, quien llamó a su es
rito �En la diferen-
ia
ión 
on índi
e arbitrario �, empezando 
on la fórmula integral de Cau
hy. Pero fue Laurentel que en 1884 llegó a formularla de manera de�nitiva. Su punto ini
ial fue también la fórmulaintegral de Cau
hy, que redu
e la integral de orden entero n de una fun
ión real a una úni
a2011 Sabrina Ros
ani 3



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRintegral de 
onvolu
ión. Esto es,Fórmula de Cau
hy:
cI

nf(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

c

(t− τ)n−1f(τ)dτLaurent llegó a de�nir la integral de oreden fra

ionario 
omo
cI

p
xf(x) =

1

Γ(p)

∫ x

c

(x− t)p−1f(t)dt, p ∈ R
+Cuando x > c re
uperamos de nuevo la de�ni
ión de la integral fra

ionaria de Riemann, perosin la fun
ión 
omplementaria; mientras que para a = −∞ obtenemos la de�ni
ión de la inte-gral fra

ionaria de Liouville.En los mismos años, Grünwald (1867) y Letnikov (1868) afrontaron el problema de la diferen-
ia
ión no entera, generalizando la de�ni
ión de derivada de orden entero, basada en el 
on
eptode 
o
iente in
remental, utilizando la siguiente fórmula

(Dpf) (x) = h→0
(∇p

hf)(x)

hpdonde (∇p
hf)(x) =

∑n
j=0(−1)j

(
p

j

)

f(x− jh), 
on [n = p]Con la llegada del Siglo XX y los desarrollos del Análisis Matemáti
o y de la Teoría de Fun
iones,apare
ieron nuevas formas íntegro-diferen
iales fra

ionarias.En 1967 Caputo dió una nueva de�ni
ión de derivada fra

ionaria que permitiría interpretarfísi
amente las 
ondi
iones ini
iales de los 
ada vez más numerosos problemas apli
ados que seestaban estudiando.En el año 1974, tuvo lugar en Conne
ti
ut la primera 
onferen
ia interna
ional sobre el Cál
uloFra

ionario, que sirvió de estímulo a numerosas publi
a
iones. La segunda 
onferen
ia tuvolugar en 1984 en Es
o
ia, y la ter
era en 1989 en Tokyo.A
tualmente es difí
il en
ontrar un ámbito de la Cien
ia o de la Ingeniería que no 
onsidere
on
eptos del Cál
ulo Fra

ionario, y 
ada año tienen lugar varios a
onte
imientos que lo ponende mani�esto.Desde el punto de vista de la Matemáti
a, es fas
inante ver 
omo el 
ampo de las generaliza-
iones �fra

ionarias” da lugar al en
uentro de varias dis
iplinas: entre otras, la teoría de lasprobabilidades y los pro
esos esto
ásti
os, las e
ua
iones integro-diferen
iales, la teoría de lastransformadas, las fun
iones espe
iales y el análisis numéri
o. De relevante importan
ia sonlas apli
a
iones físi
as en la teoría de la vis
o-elasti
idad, en el estudio del fenómeno de ladifusión anómala y en la teoría ele
tromagnéti
a; pero podemos anti
ipar que también se vadespertando un interés 
ada vez mayor en otros ámbitos muy distintos, por ejemplo, el de lateoría de 
ir
uitos, de la biología o de la físi
a de la atmósfera. Asimismo, entre los e
onomistasse va 
onsolidando el empleo de 
on
eptos de 
ál
ulo fra

ionario. Ya en 1996, en Journal ofE
onometri
s apare
ió un número espe
ial en el que se re
ogía una serie de artí
ulos sobre eltema �Fra
tional Difeeren
ing and Long Memory Pro
esses �.Entre las variadas 
uestiones abiertas sobre el Cál
ulo Fra

ionario, o
upa un lugar promi-nente la de determinar si es posible en
ontrar una interpreta
ión geométri
a para la derivada2011 Sabrina Ros
ani 4
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ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRfra

ionaria. Una posible solu
ión a este problema ha sido propuesta por I. Podlubny en unre
iente arti
ulo titulado �Geometri
 and Physi
al Interpretation of Fra
tional Integration andDiferentiation� en el que la interpreta
ión físi
a de estos operadores fra

ionarios está basa-da en el empleo de dos tipos de tiempos: un tiempo 
ósmi
o y un tiempo individual, y vieneestre
hamente rela
ionada 
on la Teoría de la Relatividad.

2011 Sabrina Ros
ani 5



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNR2. Resultados preliminaresEnun
iaremos aquí algunos 
on
eptos y resultados matemáti
os que fueron vistos a lo largo delas materias de nuestra 
arrera y que nos serán útiles en nuestro trabajo.Teorema 1 Teorema del Valor MedioSea f una fun
ión 
ontinua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b). Enton
esexiste un c ∈ (a, b) tal que
f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− aTeorema 2 Para 
ada serie de poten
ias∑∞
n=0 an(z−z0)

n existe un número real extendido R,
0 ≤ R ≤ ∞ tal que:1. Si R = 0, la serie 
onverge sólo en z = z02. Si R = +∞, la serie 
onverge absolutamente en todo punto z ∈ C siendo la 
onvergen
iauniforme en todo 
ír
ulo |z − z0| ≤ R3. Si 0 < R < ∞, la serie 
onverge absolutamente en el 
ír
ulo |z − z0| < R y diverge si

|z − z0| > R. La 
onvergen
ia es uniforme en todo 
ír
ulo |z − z0| ≤ r 
on 0 < r < RTeorema 3 Sea la serie de poten
ias ∑∞
n=0 an(z − z0)

n Si existe ĺım
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= L , enton
es

R = 1
LTeorema 4 Sea ∑∞

n=0 fn(z) una serie de fun
iones de�nidas en Ω que 
onverge puntualmentea la fun
ión suma f . Supongamos que existe una serie numéri
a ∑∞
n=0Mn 
onvergente tal que

|fn(z)| ≤ Mn ∀z ∈ Ω, ∀n ∈ N.Enton
es la serie 
onverge uniformemente a f en Ω.Teorema 5 1. Sea (fn)n∈N una su
esión de fun
iones 
ontinuas sobre un ar
o γ que 
on-verge uniformemente sobre γ a una fun
ión f . Enton
es:
∫

γ

f(z)dz = ĺım
n→∞

∫

γ

fn(z)dz2. Sea ∑∞
n=0 fn una serie de fun
iones 
ontinuas sobre un ar
o γ que 
onverge uniforme-mente sobre γ a la fun
ión suma f . Enton
es:

∫

γ

f(z)dz =

∞∑

n=1

∫

γ

fn(z)dzTeorema 6 Continuidad de una integral 
on respe
to a un parámetroSea (X,ℵ, µ) un espa
io 
on medida y sea (Λ, α) un espa
io métri
o. Sea f(x, λ) una fun
iónde X × Λ en C tal que:1. Para 
ada λ ∈ Λ la fun
ión x → f(x, λ) es ℵ-medible.2011 Sabrina Ros
ani 6
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ulo Fra

ionario LM - UNR2. Para 
ierto λ0 y 
ada x ∈ X existe ĺım
λ→λ0

f(x, λ) = h(x)3. Existe una fun
ión g integrable sobre X tal que |f(x, λ)| ≤ g(x) ∀ x ∈ X ∀ λ ∈ ΛEnton
es está de�nida sobre Λ la fun
ión F (λ) =
∫

X
f(x, λ)dµ y existe ĺım

λ→λ0

F (λ) =

∫

X

ĺım
λ→λ0

f(x, λ)Teorema 7 Derivabilidad de una integral 
on respe
to a un parámetroSea (X,ℵ, µ) un espa
io 
on medida y sea Λ un intervalo abierto de R. Sea f(x, λ) una fun
iónde X × Λ en C tal que:1. Para 
ada λ ∈ Λ la fun
ión x → f(x, λ) es ℵ-medible.2. Para 
ierto λ0 y 
ada x ∈ X la fun
ión x → f(x, λ0) es integrable.3. Existe ∂f
∂λ

sobre X × Λ4. Existe una fun
ión g integrable sobre X tal que ∣∣∂f
∂λ
(x, λ)

∣
∣ ≤ g(x) ∀ x ∈ X ∀ λ in ΛEnton
es para 
ada λ ∈ Λ, la fun
ión x → f(x, λ) es integrable y la fun
ión F (λ) =

∫

X
f(x, λ)dµes derivable sobre Λ siendo F ′(λ) =

∫

X
∂f
∂λ
(x, λ)dµTeorema 8 Teorema de Cau
hySea f una fun
ión holomorfa en un dominio simplemente 
onexo Ω, enton
es

∫

γ

f(z)dz = 0 ∀ 
i
lo γ 
ontenido en ΩTeorema 9 Teorema de los residuosSea f una fun
ión analíti
a en un dominio Ω salvo por singularidades aisladas aj. Sea γ una
urva simple 
errada tal que γ ∪ int(γ) ⊂ Ω que no pasa por ningún aj. Enton
es
1

2πi

∫

γ+

f(z)dz =
∑

j

Res(f, aj)donde la suma se extiende a todos los j tales que aj ∈ int(γ).Teorema 10 Teorema de los polos simplesSea f(z) = g(z)
h(z)

una fun
ión a valores 
omplejos donde g y h son analíti
as en z0. Supongamosademás que g(z0) 6= 0, h(z0) = 0 y h′(z0) 6= 0. Enton
es f tiene un polo simple en z0 y
Res(f, z0) =

g(z0)

h′(z0)De�ni
ión 1 Llamaremos elemento analíti
o a todo par (f,Ω) en el que Ω es un dominio delplano C y f es una fun
ión analíti
a en Ω.Teorema 11 Prin
ipio de identidad para fun
iónes analíti
asSi f y g son fun
iones analíti
as en un dominio Ω y el 
onjunto {z ∈ Ω : f(z) = g(z) ∀z ∈ Ω}tiene un punto de a
umula
ión en Ω, ne
esariamente será f(z) = g(z) ∀z ∈ Ω2011 Sabrina Ros
ani 7
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ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRTeorema 12 Prin
ipio de Prolonga
ión Analíti
aSea (f1,Ω1) un elemento analíti
o y sea Ω2 un dominio tal que Ω1∩Ω2 6= φ. Enton
es, si existeuna fun
ión f2 analíti
a en Ω2 y tal que f2(z) = f1(z) ∀ z ∈ Ω1 ∩ Ω2, tal fun
ión f2 es laúni
a 
on di
ha propiedad.En tal 
aso, la fun
ión f de�nida sobre Ω1∪Ω2 por f(z) = {f1(z) si ∈ Ω1

f2(z) si ∈ Ω2

es analíti
a en
Ω1 ∪ Ω2De�ni
ión 2 Llamaremos D(R) al espa
io de las fun
iónes in�nitamente diferen
iables a so-porte 
ompa
to en R y D′(R) a su dual, el espa
io de las distribu
iones.De�ni
ión 3 Sea u ∈ D′(R). De�nimos la derivada de u 
omo

∂u(φ) = −u(∂φ) ∀φ ∈ D(R)Proposi
ión 1 Sea H la fun
ión de Heaviside y δ la fun
ión de Dira
. Enton
es
∂H = δDe�ni
ión 4 Sea u ∈ D′(R) y ϕ ∈ D(R). De�nimos la 
onvolu
ión de u 
on ϕ 
omo:

u ∗ ϕ(x) = u(Tx ◦ Sφ)donde Tx(ϕ)(y) = ϕ(y − x) y Sϕ(x) = ϕ(−x).Sean u y v dos distribu
iones una de las 
uales es a soporte 
ompa
to. Enton
es
u ∗ v(ϕ) = u(Sv ∗ ϕ) = v(Su ∗ ϕ)donde S es tal que Su(ϕ) = u(S(ϕ))Proposi
ión 2 De�nimos D′(R)+ = {u ∈ D′(R)/ existe l ∈ R tal que sop(u) ⊂ [l,+∞)}.De
imos que uj → u en D′(R)+ si existe l ∈ R tal que uj → u en

D′(R)[l,∞) = {u ∈ D′(R)/sop(u) ⊂ [l,+∞)} .Sean u y v ∈ D′(R)+. Enton
es está bien de�nida la 
onvolu
ión entre u y v,
u ∗ v(ϕ) = u(Sv ∗ ϕ) = v(Su ∗ ϕ)y satisfa
e todas las reglas de la 
onvolu
ión 
on la 
onvergen
ia de�nida arriba.Proposi
ión 3 Sean u ∈ D′(R) y ϕ ∈ D(R) enton
es1. (u ∗ ϕ)(x) es una fun
ión de 
lase C∞2. ∂k(u ∗ ϕ) = (∂ku) ∗ ϕ = u ∗ (∂kϕ)3. u ∗ δ = u4. u ∗ (∂kδ) = (∂ku) ∗ δ = (∂ku)2011 Sabrina Ros
ani 8



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNR3. Fun
iones espe
iales aso
iadas al Cál
ulo Fra

ionarioEn este 
apítulo estudiaremos algunas propiedades de las fun
iones Gamma, Beta, Mittag-Le�er y Wright, que juegan un papel fundamental en la teoría de derivadas fra

ionarias ye
ua
iones diferen
iales fra

ionarias.3.1. La fun
ión GammaDe�ni
ión 5 Sea A = {z ∈ C/ℜ(z) > 0}. De�nimos la fun
ión Gamma 
omo
Γ : A → C

z → Γ(z) =
∫∞

0
e−ttz−1dt

(1)Para ver que efe
tivamente es una buena de�ni
ión, probaremos que la integral ∫∞

0
e−ttz−1dt
onverge absolutamente en ℜ(z) > 0.Sea z = x + iy, x , y ∈ R, x > 0. Teniendo en 
uenta que |tz−1| = |tx−1+iy| = tx−1 |tiy| =

tx−1
∣
∣eiy ln t

∣
∣ = tx−1 tenemos

∫ ∞

0

e−ttz−1dt =

∫ ∞

0

e−ttx−1dtDes
omponemos
∫ ∞

0

e−ttx−1dt =

∫ 1

0

e−ttx−1dt+

∫ ∞

1

e−ttx−1dt = I1 + I2En I1,
e−ttx−1 ≤ 1

t1−x
y x > 0 ⇒ 1− x < 1 ⇒

∫ 1

0

1

t1−x
dt es 
onvergenteLuego, I1 es 
onvergente si x > 0. (A)En I2,

e−ttx−1 = e−
t
2 e−

t
2 tx−1 ≤ Cxe

− t
2 ∀ t ≥ 1, x ∈ Rdonde

Cx = max
{

e−
t
2 tx−1, t ≥ 1

}

(Cx existe pues e− t
2 tx−1 es 
ontinua y ĺım

t→∞
e−

t
2 tx−1 = 0)Siendo ∫∞

1
e−

t
2dt 
onvergente, resulta I2 
onvergente ∀ x ∈ R. (B)De (A) y (B), ∫∞

0
e−ttx−1dt 
onverge ∀ x > 0.Observa
ión 1

Γ(x+ iy) =

∫ ∞

0

e−ttx−1eiy lntdt =

∫ ∞

0

e−ttx−1 [cos(y ln t) + i sen(y ln t)] dt (2)Teorema 13 La fun
ión Gamma Γ(z) de�nida originalmente en ℜ(z) > 0, se prolonga analíti-
amente a una fun
ión que seguiremos llamando Γ(z) sobre el dominio Ω = C−{z = −n, n ∈ N0}2011 Sabrina Ros
ani 9



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRDemostra
ión:1. Probaremos que I2 =
∫∞

1
e−ttz−1dt es entera (esto es, es holomorfa en todo C), 
on lo
ual no ne
esitaremos prolongarla analíti
amente. Para esto veamos que se veri�
an lashipótesis del Teorema 3.Sea

F : [1,∞)× Ω → C / F (z, t) = e−ttz−1.Esta fun
ión veri�
a las siguientes propiedades:a) Para 
ada z ∈ Ω la fun
ión t → F (z, t) es medible por ser 
ontinua.b) Existe z0 = 1 ∈ Ω / F (1, t) = e−t es integrable en [1,∞).
) Existe ∂F
∂z

= e−ttz−1ln t sobre [1,∞)× Ωd) Existe una fun
ión g integrable sobre [1,∞) tal que |e−ttz−1ln t| ≤ g(t) ∀ t ∈ [1,∞) , z ∈
Ω.Probaremos esto en todo semiplano ℜ(z) < b, b ∈ R. Siendo t ≥ 1

∣
∣e−ttz−1ln t

∣
∣ = e−ttx−1ln t ≤ e−

t
2 e−

t
2 tb−1ln t ≤ e−

t
2Cb ∈ L1 [1,∞)ya que ĺım

t→∞
e−

t
2 tb−1ln t = 0.Queda probado enton
es que I2(z) es holomorfa en todo semiplano ℜ(z) < b, b ∈ R,luego I2(z) es holomorfa en C2. Veamos que I1(z) =
∫ 1

0
e−ttz−1dt es holomorfa para los z tales que ℜ(z) > 0.Sea z0/ ℜ(z0) > 0 y sea a ∈ R / 0 < a < ℜ(z0), a < 1.Razonando de igual manera que en el item anterior, queremos probar que existe g(t) ∈

L1 [0, 1] / |e−ttz−1 ln t| ≤ g(t) ∀ t ∈ (0, 1] , ℜ(z) > a, a ∈ (0, 1). Siendo z = x + iy,
t ∈ (0, 1],

∣
∣e−ttz−1 ln t

∣
∣ = e−ttx−1 |ln t| ≤ ta−1 |ln t|Sea 0 < ǫ < a. Enton
es

ta−1 |ln t| = |ln t|
t1−a

=
tǫ |ln t|
t1−a+ǫ

≤ Cǫ
1

t1−a+ǫ
ya que ĺım

t→0+

−ln t

e−ǫ ln t
= 0Como 1− a + ǫ < 1, 1

t1−a+ǫ ∈ L1 [0, 1], y así resulta que I1(z) es holomorfa en 
ada semi-plano ℜ(z) > a, a ∈ (0, 1), y por lo tanto resulta holomorfa en ℜ(z) > 0.Probemos por último que podemos extender analíti
amente a I1(z) al dominio Ω.
e−t =

∞∑

n=0

(−1)n
tn

n!
∀t ∈ R ⇒ e−ttz−1 =

∞∑

n=0

(−1)n
tn+z−1

n!
= tz−1 +

∞∑

n=1

(−1)n
tn+z−1

n!Como ∣
∣
∣
∣

tn+z−1

n!

∣
∣
∣
∣
=

tn+x−1

n!
≤ 1

n!
∀n ≥ 1, x > 02011 Sabrina Ros
ani 10



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRla serie es uniformemente 
onvergente en el intervalo [0, 1]. Podemos inter
ambiar enton
es laintegral y la suma
I1(z) =

∫ 1

0

e−ttz−1dt =

∫ 1

0

tz−1dt+
∞∑

n=1

(−1)n
∫ 1

0

tn+z−1

n!
dt =

tz

z

∣
∣
∣
∣

1

0

+
∞∑

n=1

(−1)n

n!

tn+z

n + z

∣
∣
∣
∣

1

0

=

=
1

z
+

∞∑

n=1

(−1)n

n!

1

n + z
(1)Esta serie 
onverge en todo 
ompa
to K de Ω y por lo tanto de�ne una fun
ión holomorfa en

Ω siendo (1) la prolonga
ión analíti
a de I1(z) a Ω.De�ni
ión 6 De�nimos la prolonga
ión analíti
a de la fun
ión Gamma (que seguiremos lla-mando Gamma) a la fun
ión
Γ : Ω → C/ Γ(z) =

∞∑

n=0

(−1)n

n!

1

n+ z
+

∫ ∞

1

e−ttz−1dtObserva
ión 2 Observemos que Γ tiene polos simples en los puntos z = −n, n ∈ N0.Veamos ahora algunas propiedades de la fun
ión Gamma.Proposi
ión 4 Propiedades de la fun
ión Gammai. Γ(z + 1) = zΓ(z) ∀ z ∈ Ω.ii. Γ(z) = ĺım
n→∞

n!nz

z(z + 1)...(z + n)Demostra
ión:1. Si ℜ(z) > 0,
Γ(z + 1) =

∫ ∞

0

tze−tdt = −tze−t
∣
∣∞

0
+ z

∫ ∞

0

tz−1e−tdt = 0 + zΓ(z)Si z ∈ Ω, utilizamos la de�ni
ión 3
zΓ(z) =

∑∞
n=0

(−1)n

n!

z

n+ z
+ z

∫∞

1
e−ttz−1dt =

∑∞
n=0

(−1)n

n!

z + n− n

n + z
+
∫∞

1
e−tztz−1dt =

=
∑∞

n=0

(−1)n

n!
−
∑∞

n=0

(−1)n

n!

n

n+ z
+
[
tze−t|∞1 +

∫∞

1
e−ttzdt

]
=

= e−1 −∑∞
n=1

(−1)n

n!
n

n+z
+ 0− e−1 +

∫∞

1
e−ttzdt = −∑∞

n=0

(−1)n+1

(n+ 1)!

n+ 1

n+ z + 1
+
∫∞

1
e−ttzdt =

=
∑∞

n=0
(−1)n

n!

1

n + z + 1
+
∫∞

1
e−ttzdt = Γ(z + 1)

2011 Sabrina Ros
ani 11



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNR2. Tomemos primero el 
aso ℜ(z) > 0. Consideremos la fun
ión fn(z) =
∫ n

0
(1− t

n
)ntz−1dtHa
iendo la sustitu
ión τ = t

n
y apli
ando su
esivamente integra
ión por partes,

fn(z) =
∫ 1

0
(1− τ)nnz−1τ z−1ndτ = nz

∫ 1

0
(1− τ)nτ z−1dτ =

= nz

[

(1− τ)n
τ z

z

∣
∣
∣
∣

1

0

+
∫ 1

0
n(1− τ)n−1 τ

z

z
dτ

]

= nzn

z

∫ 1

0
(1− τ)n−1τ zdτ =

= nzn

z

[

(1− τ)n−1 τ
z+1

z + 1

∣
∣
∣
∣

1

0

+
∫ 1

0
(n− 1)(1− τ)n−2 τ

z+1

z + 1
dτ

]

= nzn(n− 1)

z(z + 1)

∫ 1

0
(1− τ)n−2τ z+1dτ =

= ... =
nz n!

z(z + 1)...(z + n− 1)

∫ 1

0
τ z+n−1dτ =

nz n!

z(z + 1)...(z + n)Por otro lado,
ĺım
n→∞

fn(z) = ĺım
n→∞

∫ n

0

(1− t

n
)ntz−1dt =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt = Γ(z)En efe
toSea ∆ =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt− fn(z) =

∫ n

0

[

e−t − (1− t

n
)n
]

tz−1dt+

∫ ∞

n

e−ttz−1dt y ǫ > 0.La 
onvergen
ia de la integral ∫∞

0
e−ttx−1dt nos da la existen
ia de un N ∈ N tal que,

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

n

e−ttz−1dt

∣
∣
∣
∣
≤
∫ ∞

n

e−ttx−1dt <
ǫ

3
∀n > N (3)Fijando n > N ,

∆ =

∫ N

0

[

e−t − (1− t

n
)n
]

tz−1dt+

∫ n

N

[

e−t − (1− t

n
)n
]

tz−1dt +

∫ ∞

n

e−ttz−1dtSea g(t) = et(1− t
n
)n, g(0) = 1

g′(t) = (1− t

n
)net + n(1− t

n
)n−1(−1

n
)et = (1− t

n
)n−1et(1− t

n
− 1) ≤ 0 ∀ t ∈ [0, n]Luego, g es de
re
iente en [0, n], y por lo tanto

g(0) ≥ g(t) ∀ t ∈ [0, n] ⇒ 1 ≥ et(1− t

n
)n ∀ t ∈ [0, n] ⇒ e−t−(1− t

n
)n ≥ 0 ∀ t ∈ [0, n]Así,

∣
∣
∫ n

N

[
e−t − (1− t

n
)n
]
tz−1dt

∣
∣ ≤

∫ n

N

[
e−t − (1− t

n
)n
]
tx−1dt <

∫ n

N
e−ttx−1dt

<
∫∞

N
e−ttx−1dt <

ǫ

3

(4)Por otro lado, ya que
1− et(1− t

n
)n =

∫ t

0

eτ (1− τ

n

n−1

)
τ

n
dτ <

∫ t

0

eτ
τ

n
dτ ≤ et

∫ t

0

τ

n
dτ = et

t2

2n2011 Sabrina Ros
ani 12



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRal multipli
ar por e−t surge que
e−t − (1− t

n
)n ≤ t2

2ny así
∣
∣
∣
∣

∫ N

0

[

e−t − (1− t

n
)n
]

tz−1dt

∣
∣
∣
∣
≤
∫ N

0

t2

2n
tx−1dt =

1

2n

∫ N

0

tx+1dt =
1

2n
M <

ǫ

3
(5)si n es su�
ientemente grande, digamos n > n0 > N .De (3), (4) y (5) resulta

|∆| =
∣
∣
∣
∣

∫ ∞

0

tz−1e−tdt− fn(z)

∣
∣
∣
∣
< ǫ si n > n0Consideremos, por último, el 
aso z 6= 0,−1,−2, ....Sea m ∈ N tal que −m < ℜ(z) ≤ −m + 1, m ∈ N. Luego ℜ(z + m) > 0 y apli
andoprimero la Proposi
ión 4. i tenemos

Γ(z) =
Γ(z +m)

z(z + 1)...(z +m− 1)
=

1

z(z + 1)...(z +m− 1)
ĺım
n→∞

nz+mn!

(z +m)...(z +m+ n)
=

= ĺım
n→∞

nz n!nm

z(z + 1)...(z +m− 1)(z +m)(z +m+ 1)...(z + n)
=

= ĺım
n→∞

nz n!nm

z(z + 1)...(z + n)(z + n+ 1)...(z + n+m)
= ĺım

n→∞

nz n!

z(z + 1)...(z + n)ya que ĺım
n→∞

nm

(z + n+ 1)...(z + n+m)
= 1

3.2. La fun
ión BetaDe�ni
ión 7 Sea Θ = {(z, w) ∈ C
2 / ℜ(z) > 0, ℜ(w) > 0}. De�nimos la fun
ión Beta 
omo

B : Θ → C / B(z, w) =

∫ 1

0

τ z−1(1− τ)w−1dτObserva
ión 3 Para estable
er una rela
ión entre la fun
ión Gamma y la Beta, utilizaremosla transformada de Lapla
e. Re
ordemos enton
es la de�ni
ión:Sea f una fun
ión de�nida sobre R tal que f(t) = 0 ∀ t < 0, llamaremos Transformada deLapla
e de f a la fun
ión F dada por
F (s) = L {f(t)} =

∫ ∞

0

e−stf(t)dtdonde la inversa
L
−1 {F (s)} = f(t)H(t)siendo H es la 
ono
ida fun
ión de Heaviside, H(t) =

{

1 si t > 0

0 si t ≤ 02011 Sabrina Ros
ani 13



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRConsideremos la fun
ión integral
hz,w(t) =

{∫ t

0
τ z−1(1− τ)w−1dτ , si t ≥ 0

0 si t < 0
(6)Observemos que hz,w(1) = B(z, w) y además es la 
onvolu
ión f ∗ g (1) siendo f(t) = tz−1 y

g(t) = tw−1. Utilizando el he
ho que la transformada de Lapla
e de una 
onvolu
ión de dosfun
iones es el produ
to de sus respe
tivas transformadas de Lapla
e, resulta que
Hz,w(s) = L {hz,w(t)} = L {f ∗ g (t)} = L {f(t)}L {g(t)} =

∫ ∞

0

e−sttz−1dt

∫ ∞

0

e−sttw−1dt =

=
︸︷︷︸

st=u

∫ ∞

0

e−u(
u

s
)z−11

s
du

∫ ∞

0

e−u(
u

s
)w−11

s
du =

1

sz

∫ ∞

0

e−uuz−1du
1

sw

∫ ∞

0

e−uuw−1du =
Γ(z)

sz
Γ(w)

swPor lo tanto
Hz,w(s) =

Γ(z)Γ(w)

sz+wPor otro lado, siendo Γ(z)Γ(w) una 
onstante, podemos obtener la fun
ión hz,w(t), teniendo en
uenta que L {tα} (s) = Γ(α+1)
sα+1 siempre que ℜ(α) > −1 y apli
ando la transformada inversa deLapla
e (que es úni
a) obtenemos

L
−1 {Hz,w(s)} = L

−1

{
Γ(z)Γ(w)

sz+w

}

=
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
L
−1

{
Γ(z + w)

sz+w

}

=
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
tz+w−1H(t)Luego,

hz,w(t) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
tz+w−1 t ≥ 0 (7)y tomando t = 1 obtenemos la siguiente expresión para la fun
ión Beta:

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)Enun
iamos a partir de esto la siguiente proposi
ión:Proposi
ión 5 Si hz,w(t) =
∫ t

0
τ z−1(1− τ)w−1dτ, t ≥ 0, enton
es1. hz,w(t) =

Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
tz+w−12. Si t = 1, B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)Corolario 1 B(z, w) = B(w, z) ∀ z, w ∈ θObserva
ión 4 Gra
ias a la Proposi
ión 5 y el Teorema 11 podemos extender a la fun
iónBeta analíti
amente al dominio Ω a partir de la extensión de la fun
ión Gamma.Con la ayuda de la fun
ión Beta, probaremos dos propiedades muy importantes de la fun
iónGamma:2011 Sabrina Ros
ani 14



Introdu

ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRProposi
ión 6
Γ(z)Γ(1− z) =

π

sen(πz)
∀ z/z 6= 0,±1,±2, ...

Demostra
ión: Supongamos primero que 0 < ℜ(z) < 1. De la proposi
ión 5 (a),
B(z, 1− z) =

Γ(z)Γ(1− z)

Γ(1)
= Γ(z)Γ(1− z)

B(z, 1− z) =
∫ 1

0
tz−1(1− t)1−z−1dt =

∫ 1

0

(
t

1−t

)z−1 dt
1−tEsta integral 
onverge si 0 < ℜ(z) < 1. En efe
to,

∣
∣
∣

∫ 1

0

(
t

1−t

)z−1 dt
1−t

∣
∣
∣ ≤

∫ 1

0

∣
∣
∣

(
t

1−t

)z−1
∣
∣
∣

dt
1−t

=
∫ 1

0

(
t

1−t

)x−1 dt
1−t

=
∫ 1/2

0

(
t

1−t

)x−1 dt
1−t

+
∫ 1

1/2

(
t

1−t

)x−1 dt
1−tdonde x = ℜ(z) y 0 < x < 1Con respe
to a la primera integral:

0 ≤ t ≤ 1

2
⇒ 1

2
≤ t− 1 ≤ 1 ⇒ (

1

2
)x ≤ (1− t)x ≤ 1 ⇒ 1 ≤ 1

(1− t)x
≤ 2x

∴

∫ 1/2

0

(
t

1− t

)x−1
dt

1− t
=

∫ 1/2

0

tx−1

(1− t)x
dt ≤ 2x

∫ 1/2

0

1

t1−x
dt < ∞En la segunda:

1

2
≤ t ≤ 1 ∧ x− 1 < 0 ⇒ 1 ≤ tx−1 ≤

(
1

2

)x−1

∴

∫ 1

1/2

(
t

1− t

)x−1
dt

1− t
=

∫ 1

1/2

tx−1

(1− t)x
dt ≤

(
1

2

)x−1 ∫ 1

1/2

1

(1− t)x
dt < ∞Supongamos ahora que z = 1 + yi, y 6= 0

∣
∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

(
t

1− t

)z−1
dt

1− t

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

(
t

1− t

)yi
dt

1− t

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

tyi

(1− t)1+yi
dt

∣
∣
∣
∣Ha
iendo la sustitu
ión τ = t

1−t
, resulta τ + 1 = 1

1−t
y dτ = 1

(1−t)2
dt obtenemos

Γ(z)Γ(1− z) =

∫ ∞

0

τ z−1

1 + τ
dτ (8)Para 
al
ular esta integral, 
onsideremos la integral 
ompleja

∫

LR

f(s)dsdonde f(s) = sz−1

1+s
y LR es el 
ontorno que muestra la �gura siguiente:

2011 Sabrina Ros
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LR

R

ǫ
s = eiπ x

y

f tiene un polo simple en s = eiπ. Luego ∀R > 1, el Teorema 9 nos asegura que
∫

LR

f(s)ds = 2πi [Res f(s)]s=eiπApli
ando el Teorema 10, resulta que
Res(f, eiπ) = (eiπ)z−1 = eiπz

eiπ
= −eiπzNuevamente usando el Teorema 9, obtenemos

∫

LR

f(s)ds = 2πi [Res f(s)]s=eiπ = 2πi(−eiπz) (9)Por otro lado,
∫

LR

f(s)ds =

∫ R

ǫ

f(τ)dτ +

∫

CR

f(s)ds+ e2πiz
∫ ǫ

R

f(τ)dτ +

∫

Cǫ

f(s)dsdonde vale desta
ar que, sobre la rama superior del 
ontorno LR, w = t+ δi, t ∈ [ǫ, R], y, sobreel 
ontorno inferior w = −t + (2π − δ)i, t ∈ [ǫ, R].Más aún, la integral a lo largo del 
orte superior al semieje di�ere en e2πiz 
on la integral a lolargo del 
orte inferior y hemos he
ho tender δ a 0.Además las integrales a lo largo de las 
ir
unferen
ias CR y Cǫ tienden a 0 
uando ǫ → 0 y
R → ∞, en efe
to,

f(s) =
sz−1

1 + s
=

sz

s(1 + s)
y vale la desigualdad 1

s(1 + s)
≤ c

1 + |s|2
prara 
ierto c ∈ R

∣
∣
∣
∣

∫

CR

f(s)ds

∣
∣
∣
∣
≤
∫

CR

|f(s)| ds ≤
∫

|s|=R

|s|x 1

s(1 + s)
ds ≤

∫

|s|=R

|s|x c

1 + |s|2
ds = Rx c

1 +R2
2πR =

=
2πc

R−x−1 +R2−1−x
=

2πc

R−x−1 +R1−x
→ 0 si R → ∞ ya que 0 < 1− x < 1

∣
∣
∣
∣

∫

Cǫ

f(s)ds

∣
∣
∣
∣
≤
∫

Cǫ

|f(s)| ds ≤
∫

|s|=ǫ

|s|x 1

s(1 + s)
ds ≤

∫

|s|=ǫ

|s|x c

1 + |s|2
ds = ǫx

c

1 + ǫ2
2πǫ ≤

≤ 2πǫx+1 → 0 si ǫ → 0 ya que 1 < x+ 12011 Sabrina Ros
ani 16
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ionario LM - UNRHa
iendo ǫ → 0 y R → ∞, resulta
∫

LR

f(s)ds =

∫ ∞

0

f(τ)dτ−ǫ2πiz
∫ ∞

0

f(τ)dτ = (1−e2πiz)

∫ ∞

0

f(τ)dτ =
︸︷︷︸

(6)

(1−e2πiz)Γ(z)Γ(1−z)Por lo tanto
Γ(z)Γ(1 − z) =

−2πi(eiπz)

1− e2πiz
=

π

sen(πz)
0 < Re(z) < 1Si m < ℜ(z) < m+ 1, poniendo z = w +m donde 0 < ℜ(w) < 1.Utilizando la Proposi
ión 4. i,

Γ(z)

Γ(w)
=

Γ(z)

Γ(z −m)
= (z −m)(z −m+ 1)...(z − 1) = (−1)m(1− z)...(m− 1− z)(m− z) =

= (−1)m
Γ(m+ 1− z)

Γ(1− z)
= (−1)m

Γ(1− w)

Γ(1− z)

Γ(z)Γ(1− z) = (−1)mΓ(w)Γ(1− w) = (−1)m
π

sen(πw)
=

π

sen(π(w +m))
=

π

sen πzPor último, la fun
ión Γ(z)Γ(1−z) está de�nida y es analíti
a en C = {z ∈ C/z 6= 0,±1, 2, ...},al igual que la fun
ión π
senπz

y hemos demostrado, hasta aquí, que 
oin
iden en el 
onjuntoabierto Ĉ = {z ∈ C/ℜ(z) 6= 0,±1, 2, ...}.Por el prin
ipio de identidad, Teorema 11, resulta Γ(z)Γ(1− z) =
π

sen πz
∀ z ∈ CCorolario 2 Γ(1

2
) =

√
π.Demostra
ión: Tomando z = 1

2
en la Proposi
ión anterior,

Γ(
1

2
)Γ(1− 1

2
) =

π

senπ
2

⇒ Γ(
1

2
) =

√
πProposi
ión 7 Si 2z 6= 0,−1,−2, ..., enton
es

Γ(z)Γ(z +
1

2
) =

√
π 21−2zΓ(2z)Demostra
ión: Si ℜ(z) > 0 podemos 
onsiderar B(z, z) =

∫ 1

0
[τ(1− τ)]z−1 dτ .Teniendo en 
uenta la simetría de la fun
ión y(τ) = τ(1 − τ) y ha
iendo la sustitu
ión s =

4τ(1− τ), resulta
B(z, z) = 2

∫ 1

2

0

[τ(1− τ)]z−1 dτ =
1

22z−1

∫ 1

0

sz−1(1− s)−1/2ds = 21−2zB(z,
1

2
)2011 Sabrina Ros
ani 17
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ulo Fra

ionario LM - UNRCombinando este resultado 
on el de la Proposi
ión 4 ii y el Corolario 2,
Γ(z)Γ(z)

Γ(2z)
= 21−2zΓ(z)Γ(1/2)

Γ(z + 1/2)
⇒ Γ(z)Γ(z + 1/2) = 21−2zΓ(1/2)Γ(2z) =

√
π 21−2zΓ(2z)Observa
ión 5 Si en esta propiedad tomamos z = n + 1

2

Γ(n+
1

2
)Γ(n+ 1) =

√
π 2−2nΓ(2n+ 1) ⇒ Γ(n+

1

2
) =

√
π
(2n)!

22nn!3.3. Representa
ión de la fun
ión Gamma 
omo integral de línea.La de�ni
ión 5 de la fun
ión Gamma involu
ra una integral a lo largo del semieje positivo delas abs
isas. Para llegar a una de�ni
ión 
omo integral de línea, 
onsideremos el 
ontorno C dela �gura siguiente
CCǫ

ǫ
x

y

y la fun
ión 
ompleja g(w) = e−wwz−1 = e(z−1)log w−w de�nida en el dominio G = C −
{z ∈ C/ ℜ(z) > 0 ∧ ℑ(z) = 0}, donde estamos 
onsiderando la rama prin
ipal del logaritmo,esto es log w = log |w| + i arg w. Por el 
lási
o teorema de Cau
hy, Teorema 8, sabemos queesta integral tiene el mismo valor ∀ ǫ > 0.Observemos que sobre la rama superior del 
ontorno C, w = t+ δi, t ∈ R, y, sobre el 
ontornoinferior w = t + (2π − δ)i, t ∈ R.Ha
iendo δ → 0, tenemos

∫

C

e−wwz−1dw =

∫ ǫ

+∞

e−ttz−1dt+

∫

Cǫ

e−wwz−1dt+ e2(z−1)πi

∫ ∞

ǫ

e−ttz−1dtMostremos que la integral a lo largo de Cǫ tiende a 0 si ǫ → 0.
|w| = ǫ en Cǫ ⇒ |e−wwx−1wiy| = |wx−1| |e−w|

∣
∣eiyLog w

∣
∣ =

= |wx−1| |e−w|
∣
∣eiy(log |w|+iarg w)

∣
∣ = |wx−1| |e−w−y arg w|

∣
∣ei y log ǫ

∣
∣y llamando M = max {e−w−y arg w, w ∈ Cǫ} resulta

∣
∣e−wtx−1wiy

∣
∣ ≤ M

∣
∣wx−1

∣
∣Por lo tanto

∣
∣
∣
∣

∫

Cǫ

e−wwz−1dt

∣
∣
∣
∣
≤
∫

Cǫ

∣
∣e−wwz−1

∣
∣ dt ≤ M

∫

Cǫ

∣
∣wx−1

∣
∣ dw = M

∫

Cǫ

|w|x−1 dw = M

∫

Cǫ

ǫx−1dw =2011 Sabrina Ros
ani 18
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= Mǫx−12πǫ = 2πMǫx → 0 si ǫ → 0Podemos 
on
luir enton
es que

∫

C

e−wwz−1dt =

∫ 0

+∞

e−ttz−1dt+ e2(z−1)πi

∫ ∞

0

e−ttz−1dt = −Γ(z) + e2πizΓ(z)ya que e2(z−1)πi = e2zπie−2πi = e2zπiCon todo esto estamos en 
ondi
iones de enun
iar la siguiente proposi
ión:Proposi
ión 8 La fun
ión Gamma admite la siguiente representa
ion 
omo integral de líneaen Ω.
Γ(z) =

1

e2πzi − 1

∫

C

e−wwz−1dwLa fun
ión e2πzi − 1 se anula en los puntos z = 0,±1,±2, ... Los puntos z = 1, 2, ... no sonpolos de Γ(z) pues son valores regulares de la fun
ión e−ttz−1 y, por el Teorema de Cau
hy
∫

C
e−ttz−1dt = 0. Si z = 0,−1,−2, ..., enton
es la fun
ión e−ttz−1 no es una fun
ión entera de ty la integral a lo largo de C no se anula. Luego, los puntos z = 0,−1,−2, ... son polos de Γ(z).De a
uerdo 
on el prin
ipio de prolonga
ión analíti
a, la representa
ión integral de la fun
iónGamma es válido no sólo en ℜ(z) > 0 sino en todo Ω.3.4. Representa
ión de 1

Γ(z) 
omo integral de línea.De�ni
ión 8 Llamaremos 
ontorno de Hankel a la 
urva que en
ierra el semieje real negativo
omo muestra la siguiente �gura:
Ha

ϕ = π

ǫ

ϕ = −π

x

y

Proposi
ión 9 Sea z ∈ Ω enton
es
1

Γ(z)
=

1

2πi

∫

Ha

eτ τ−zdτDemostra
ión: Reemplazando z por 1− z en la Proposi
ión 8,
Γ(1− z) =

1

e2πi(1−z) − 1

∫

C

e−tt−zdt ⇒
∫

C

e−tt−zdt = (e−2πzi) − 1)Γ(1− z) (10)Ha
emos la sustitu
ión t = τeπi = −τ . Esta sustitu
ión transforma el plano 
omplejo (t) 
on el
orte en el semieje real positivo, en el plano 
omplejo (τ) 
on el 
orte en el semieje real negativo.
2011 Sabrina Ros
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ionario LM - UNREl 
orte inferior argτ = −π en el τ -plano será el 
orrespondiente al 
orte superior t = 0 en el
t-plano.Resulta enton
es que la 
urva C se transforma en el 
ontorno de Hankel Ha.Tenemos enton
es:

∫

C

e−tt−zdt = −
∫

Ha

eτ (eπiτ)−zdτ = −e−zπi

∫

Ha

eττ−zdτTeniendo en 
uenta (10) y la Proposi
ión 6,
−e−zπi

∫

Ha

eττ−zdτ = (e−2πzi) − 1)
π

Γ(z)sen(πz)Luego 
onsiderando que eiz − e−iz = 2isen z

∫

Ha

eττ−zdτ = (1− e−2πzi))e−zπi π

Γ(z)sen(πz)
= (ezπi − e−zπi)

π

Γ(z)sen(πz)
=

= 2isen(πz)
π

Γ(z)sen(πz)
=

2iπ

Γ(z)Por lo tanto
1

Γ(z)
=

1

2πi

∫

Ha

eτ τ−zdτ

3.5. La fun
ión de Mittag-Le�erDe�ni
ión 9 : Dado z ∈ C y α ∈ C, ,ℜ(α) > 0 llamaremos fun
ión de Mittag-Le�er a lade�nida por:
Eα(z) =

∞∑

k=0

zk

Γ(αk + 1)También podemos de�nirla de forma integral 
omo:
Eα(z) =

1

2πi

∫

Ha

ettα−1

tα − z
dtdonde Ha es el 
ontorno de Hankel.Observa
ión 6 Veremos en la Observa
ión 8 que, efe
tivamente, esta fun
ión está bien de�-nida para todo z ∈ C.Observa
ión 7 La fun
ión de Mittag-Le�er propor
iona una generaliza
ión de la fun
ión ex-ponen
ial, E1(z) = ez.Otros 
asos parti
ulares son

E2(z
2) = cosh(z) E2(−z2) = cos(z)

E1/2(±z1/2) = ez
[
1 + erf(±z1/2)

]
= eZerfc(∓z1/2)2011 Sabrina Ros
ani 20
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ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRdonde el valor prin
ipal de la raíz 
uadrada de z se asume en el plano 
omplejo 
ortado a lolargo del eje real negativo, y las fun
iones erf y erfc se de�nen 
omo
erf(z) =

2√
π

∫ z

0

e−u2

du y erfc(z) = 1− erf(z)Una generaliza
ión de esta fun
ión fue propuesta por Agarwal en el año 1953 y 
onsiste ensustituir la 
onstante 1 en el argumento de la fun
ión Gamma, por un nuevo parámetro 
omplejo
β.De�ni
ión 10 Llamaremos fun
ión de Mittag-Le�er generalizada o de dos parámetros a

Eα,β(z) =

∞∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
z ∈ C, ℜ(α) > 0, β ∈ C.Esta fun
ión también se puede de�nir de manera integral 
omo:

Eα.β(z) =
1

2πi

∫

Ha

ettα−β

tα − z
dtObserva
ión 8 Para ver la 
onvergen
ia de esta serie en todo z ∈ C, utilizaremos la siguienterela
ión:

Γ(z + a)

Γ(z + b)
= za−b

[

1 +
1

2
z−1(a− b)(a + b− 1) +O(z−2)

] (11)Esta fórmula apare
e en el volumen 1 del libro de Erdelyi (fórmula 1.18 (4)), 
itado en labibliografía.Considerando z = αk, a = α + β, b = β y apli
ando el Teorema 3:
R = ĺım

k→∞

∣
∣
∣
∣

an
an+1

∣
∣
∣
∣
= ĺım

k→∞

∣
∣
∣
∣

Γ(αk + α+ β)

Γ(αk + β)

∣
∣
∣
∣
= ĺım

k→∞

∣
∣
∣
∣
(αk)α

[

1 +
α(α+ 2β − 1)

2αk
+O((αk)−2)

]∣
∣
∣
∣
=

= ĺım
k→∞

|αα| kℜ(α)

∣
∣
∣
∣

[

1 +
α(α+ 2β − 1)

2αk
+O((αk)−2)

]∣
∣
∣
∣
= ĺım

k→∞
|αα| kℜ(α) = +∞ya que ℜ(α) > 0Observa
ión 91. Claramente, se 
umple que

Eα,1(z) = Eα(z) ∀ z ∈ C

E1,2(z) =

∞∑

k=0

zk

Γ(k + 2)
=

∞∑

k=0

zk

(k + 1)!
=

1

z

∞∑

k=0

zk+1

(k + 1)!
ez =

ez − 1

z

E1,3(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(k + 3)
=

∞∑

k=0

zk

(k + 2)!
=

1

z2

∞∑

k=0

zk+2

(k + 2)!
ez =

ez − 1− z

z2...
E1,m(z) =

1

zm−1

∞∑

k=0

1

zk+2

{

ez −
m−2∑

k=0

zk

k!

}
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ionario LM - UNR2. Las fun
iones senh(z) y cosh(z) también son 
asos parti
ulares de la fun
ión de Mittag-Le�er:
E2,1(z

2) =
∞∑

k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=

∞∑

k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z)

E2,2(z
2) =

∞∑

k=0

z2k

Γ(2k + 2)
=

1

z

∞∑

k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=

senh(z)

z3. Las fun
iones hiperbóli
as de orden n, (que son generaliza
iones de senh y de cosh)también se pueden expresar en fun
ión de Mittag-Le�er
hr(z, n) =

∞∑

k=0

znk+r−1

(nk + r − 1)!
= zr−1En,r(z

n) r = 1, 2, ..., nAsí también 
omo las fun
iones trigonométri
as de orden n (que son generaliza
iones delseno y el 
oseno):
kr(z, n) =

∞∑

j=0

(−1)jznj+r−1

(nj + r − 1)!
= zr−1En,r(−zn) r = 1, 2, ..., n4. Se puede probar (no lo haremos en este trabajo) la siguiente desta
ada rela
ión:

E 1

2
,1(z) =

∞∑

k=0

zk

Γ(k
2
+ 1)

= ez
2

erfc(−z)donde erfc(z) es el 
omplemento de la fun
ión error de�nido por
erfc(z) =

2√
π

∫ ∞

z

et
2

dt5. Para β = 1 obtenemos la denominada fun
ión de Mittag-Le�er uniparamétri
a:
Eα,1(z) =

∞∑

k=0

zk

Γ(αk + 1)
= Eα(z)3.6. La fun
ión de BesselDe�ni
ión 11 Llamaremos fun
ión de Bessel a

Jν(z) =

∞∑

k=0

(−1)k(z/2)2k+ν

k!Γ(ν + k + 1)donde z ∈ C \ (−∞, 0] , ν ∈ CObserva
ión 10 Esta serie es 
onvergente para todo z ∈ C. Además si ν = −1
2
y ν = 1

2(utilizando la Proposi
ión 7) tenemos,
J− 1

2

(z) =
∞∑

k=0

(−1)k(z/2)2k−
1

2

k!Γ(−1
2
+ k + 1)

=
∞∑

k=0

(−1)kz2k
√
2

k!
√
z22kΓ(k + 1

2
)
=

∞∑

k=0

(−1)kz2k
√
2

k!
√
z22k

Γ(k)√
π21−2kΓ(2k)

=2011 Sabrina Ros
ani 22
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(

2

zπ

)1/2 ∞∑

k=0

(−1)kz2k

k!

(k − 1)!

2(2k − 1)!
=

(
2

zπ

)1/2 ∞∑

k=0

(−1)kz2k

(2k)!
=

(
2

zπ

)1/2

cos zAnálogamente,
J− 1

2

(z) =

(
2

zπ

)1/2

sen z3.7. La fun
ión de WrightEsta fun
ión juega un papel fundamental en la teoría de e
ua
iones diferen
iales par
ialesfra

ionarias, en parti
ular en la e
ua
ión fra

ionaria de difusión. Su nombre es en honor aE. Maitland Wright, el eminente matemáti
o británi
o que introdujo e investigó esta fun
ióndesde 1933.De�ni
ión 12 Llamaremos fun
ión de Wright a
W (z;α; β) =

∞∑

k=0

zk

k!Γ(αk + β)de�nida para todo z ∈ C, α > −1, β > 0Proposi
ión 10 Representa
ión integral de la fun
ión de WrightSi α > 0 y β > 0, vale la siguiente representa
ión
W (z;α; β) =

1

2πi

∫

Ha

τ−βeτ+zτ−αdonde Ha es el 
ontorno de Hankel.Demostra
ión: Teniendo en 
uenta la Proposi
ión 8, la 
onvergen
ia uniforme de la serie en
Ha y el Teorema 5,

W (z;α; β) =
∞∑

k=0

zk

k!Γ(αk + β)
=

∞∑

k=0

zk

k!

∫

Ha

eττ−(αk+β)dτ =

∫

Ha

eτ τ−β
∞∑

k=0

zkτ−αk

k!
dτ =

=

∫

Ha

eτ τ−β

∞∑

k=0

(zτ−α)k

k!
dτ =

∫

Ha

eττ−βezτ
−α

dτ =

∫

Ha

eτ+zτ−α

τ−βdτProbemos la 
onvergen
ia uniforme. Para esto, 
onsideremos la serie∑∞
k=0

eτ τ−β(zτ−α)k

k!
y llame-mos fk(τ) = eττ−β(zτ−α)k

k!
, k ∈ N. Claramente esta serie 
onverge puntualmente a la fun
ión

f(τ) = eτ+zτ−β
τ−β.Por otro lado,

τ ∈ Ha ⇒ (|τ | ≥ ǫ ∧ ℜ(τ) ≤ ǫ) ⇒
︸︷︷︸

α>0

(|τ |α ≥ ǫα ∧ ℜτ ≤ ǫ) ⇒
(
∣
∣zτ−α

∣
∣ ≤ |z|

ǫα
∧ |eτ | = eℜτ ≤ eǫ

)

∴ |fk(τ)| =
∣
∣
∣
∣

eτ τ−β(zτ−α)k

k!

∣
∣
∣
∣
≤ eǫ

ǫβ
(|z| ǫ−α)

k

k!2011 Sabrina Ros
ani 23
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ionario LM - UNRdonde la serie numéri
a ∑∞
k=0

eǫ

ǫβ
(|z|ǫ−α)

k

k!
es 
onvergente . La 
onvergen
ia uniforme de la seriela obtenemos enton
es apli
ando el 
riterio M de Weierstrass (Teorema 4).Observa
ión 11 A partir de la de�ni
ión de la fun
ión de Wright sigue que

W (z; 0; 1) = ez

(z

2

)ν

W (−z2

4
; 1; ν + 1) = Jν

W (−z;−1

2
;−1

2
) =

1√
π
e−

z2

4Como vemos, la fun
ión de Wright es una generaliza
ión de la fun
ión exponen
ial y de la deBessel.Observa
ión 12 Utilizando la Propiedad 6, tenemos otra representa
ión:
W (z;α; β) =

∞∑

k=0

zk

k!Γ(αk + β)
=

1

π

∞∑

k=0

zkΓ(1− αk − β)sen π(αk + β)

k!Observa
ión 13 Para ver que la fun
ión de Wright está bien de�nida en C ( i.e., la serie
onverge en C), razonamos 
omo en la Observa
ión 8 y resulta
R = ĺım

k→∞

∣
∣
∣
∣

Γ(αk + α + β)(k + 1)!

Γ(αk + β)k!

∣
∣
∣
∣
= ĺım

k→∞
|αk|α (k + 1) = ∞ya que α > −1, (estamos suponiendo α 6= 0, pero este 
aso es trivial).Podemos 
on
luir enton
es que la fun
ión de Wright es una fun
ión entera.Finalmente vale desta
ar la rela
ión que hay entre la fun
ión de Wright y la de Mittag-Le�er,ya que la transformada de Lapla
e de la fun
ión de Wright admite una expresión ligada a la deMittag-Le�er:

L {W (t;α; β); s} = L

{
∞∑

k=0

tk

k!Γ(αk + β)
; s

}

=
∞∑

k=0

1

Γ(αk + β)

1

sk+1
= s−1Eα,β(s

−1)donde se ha apli
ado la linealidad de la transformada de Lapla
e y el he
ho de que
L
{
tk; s

}
=

Γ(k + 1)

sk+1
=

k!

sk+1
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ionario LM - UNR4. Integrales y derivadas fra

ionarias de Riemann-LiouvilleLa derivada de Riemann - Liouville apare
e 
omo el resultado de uni�
ar no
iones de integra
ióny deriva
ión de orden entero. Supongamos que la fun
ión f(τ) es 
ontinua e integrable en todointervalo �nito (a, t). Además, puede tener una singularidad de orden r < 1 en el punto t = a,esto es
ĺım
τ→a

(τ − a)rf(τ) = c 6= 0Nota 1 En la expresión anterior anterior el límite es en realidad un límite por dere
ha. Enadelante haremos este tipo abuso de nota
ión, donde interpretaremos los límites donde esténde�nidos.Enton
es la integral
(aI

1f)(t) =

∫ t

a

f(τ)dτexiste, es �nita (lo estamos pidiendo por hipótesis) y tiende a 0 
uando t → a.En efe
to, ha
iendo la sustitu
ión τ = a+ y(t− a)y nombrando ǫ = t− a obtenemos:
ĺım
t→a

(aI
1f)(t) = ĺım

t→a

∫ t

a

f(τ)dτ = ĺım
t→a

(t− a)

∫ 1

0

f(a+ y(t− a))dy =

= ĺım
ǫ→0

(ǫ)1−r

︸ ︷︷ ︸

→0 pues 1−r>0

∫ 1

0

(ǫ)rf(a+ yǫ))dy

︸ ︷︷ ︸

→K

= 0Veamos que es válido inter
ambiar el límite 
on la integral. Para esto de�nimos la fun
ión
F : (0,1)× (0, 1) → R

F (y, ǫ) = ǫrf(a+ yǫ)

F veri�
a las hipótesis del Teorema 6:1. Para 
ada ǫ > 0 y → F (y, ǫ) es medible pues por hipótesis f es 
ontinua en (0, 1)2. ĺım
ǫ→0

ǫrf(a+ yǫ) = ĺım
ǫ→0

(ǫy)rf(a+ yǫ)y−r =
c

yr
= h(y)3. |f(a+ yǫ)ǫr| = |f(a+ yǫ)(yǫ)ry−r| ≤ My−r ya que f tiene una singularidad de orden r,luego ĺım

ǫ→0
(ǫy)rf(a+ yǫ) = c 6= 0 y resulta f(a+ yǫ)(ǫy)r a
otada en (0, 1) ∀y.Pudimos a
otar a F enton
es por una fun
ión que no depende de ǫ y que es integrable en

(0, 1) por ser r < 1.Luego, podemos inter
ambiar el límite 
on la integral y
ĺım
ǫ→0

∫ 1

0

(ǫy)rf(a+ yǫ)y−rdy =

∫ 1

0

ĺım
ǫ→0

(ǫy)rf(a+ yǫ))y−rdy =

∫ 1

0

cy−r = K < ∞ya que r < 1.2011 Sabrina Ros
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ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRPodemos 
onsiderar la integral doble
(aI

2f)(t) =

∫ t

a

dτ1

∫ τ1

a

f(τ)dτ =

∫ t

a

f(τ)dτ

∫ t

τ

dτ1 =

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτIntegrando nuevamente se obtiene:
(aI

3f)(t) =

∫ t

a

dτ1

∫ τ1

a

dτ2

∫ τ2

a

f(τ3)dτ3 =

∫ t

a

dτ1

∫ τ1

a

(τ1 − τ)f(τ)dτ =
1

2

∫ t

a

(t− τ)2f(τ)dτSe puede probar por indu

ión que para el 
aso general tenemos la fórmula de Cau
hy
(aI

nf)(t) =
1

Γ(n)

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτEn efe
to, suponiendo que (aI
nf)(t) = 1

Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ ,

(aI
n+1f)(t) = aI((aI

nf)(t)) =

∫ t

a

1

Γ(n)

∫ s

a

(s− τ)n−1f(τ)dτds =
︸︷︷︸

Fubini

1

Γ(n)

∫ t

a

∫ t

τ

(s− τ)n−1f(τ)dsdτ =
1

Γ(n)

∫ t

a

f(τ)

∫ t

τ

(s− τ)n−1dsdτ =

=
1

Γ(n)n

∫ t

a

(t− τ)nf(τ)dτ =
1

Γ(n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)nf(τ)dτSupongamos ahora que n es un natural �jo, k ≥ n y queremos hallar la derivada (k−n)−ésimade la fun
ión f(t). Podríamos pensar que derivar (k−n) ve
es es equivalente a integrar primero
n ve
es y luego derivar k ve
es, vale de
ir:

f (k−n) = Dk [(aI
nf)(t)] =

1

Γ(n)
Dk

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτEsto nos indu
e a presentar las siguientes de�ni
iones.De�ni
ión 13 Sea α ∈ R. Llamaremos parte entera te
ho de α, y notamos ⌈α⌉, al menorentero mayor que α, esto es, si n = ⌈α⌉, enton
es n− 1 ≤ α < nDe�ni
ión 14 Sea [a, b] ⊂ R, α ∈ R
+, y n = ⌈α⌉. Sea f una fun
ión 
ontinua e integrable entodo intervalo �nito (a, t) ⊂ (a, b) que además puede tener una singularidad de orden r < 1 enel punto t = a. La integral

(aI
αf)(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτse denomina integral fra

ionaria de Riemann-Liouville de orden α por izquierda. Y llamaremosderivada Riemann - Liouville de orden α por izquierda a
(RL
a Dαf)(t) =

[
Dn

aI
n−αf

]
(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ
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ión al Cál
ulo Fra

ionario LM - UNRTambién de�nimos la integral fra

ionaria de Riemann-Liouville de orden α por dere
ha y laderivada Riemann - Liouville de orden α por dere
ha
(Iαb f)(t) =

1

Γ(α)

∫ b

t

(t− τ)α−1f(τ)dτ

(RLDα
b f)(t) =

[
(−D)nIn−α

b f
]
(t) =

1

Γ(n− α)

(

− d

dt

)n ∫ b

t

(t− τ)n−α−1f(τ)dτObserva
ión 14 Cuando α es un entero no negativo la derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville 
oin
ide 
on la derivada entera usual ya que si α = n ∈ N , enton
es n = ⌈α⌉ = n+1y
(RL
a Dnf)(t) =

[
Dn+1

aI
n+1−nf

]
(t) =

1

Γ(1)

dn+1

dtn+1

∫ t

a

(t− τ)n+1−n−1f(τ)dτ =

dn+1

dtn+1

∫ t

a

f(τ)dτ =
dn

dtn
f(t)Observa
ión 15 Contrariamente al 
aso entero, la derivada fra

ionaria de Riemann - Liou-ville es un operador no lo
al, quedando de�nido por medio de una integral que depende de losvalores que la fun
ión asuma en todo el intervalo de integra
ión.Más aún, si suponemos que f es una fun
ión que depende de t, donde t es el tiempo, podríamosinterpretar que la de�ni
ión de derivada fra

ionaria por la izquierda de f en t involu
ra losvalores que f tomó en el intervalo [a, t], esto es, involu
ra el pasado de f. Análogamente, laderivada fra

ionaria por la dere
ha de f en t involu
ra los valores que f tomó en el intervalo

[t, b], esto es, involu
ra el futuro de f. Esto lo podemos representar 
omo se indi
a en el siguientegrá�
o:
a t b

aDαf(t) Dα

b
f(t)

derivada por izquierda derivada por izquierda

el “pasado” de f el “futuro” de fObserva
ión 16 En la fórmula de Cau
hy era ne
esario que n ≥ 1 pero en la de�ni
ión
(aI

αf)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτserá su�
iente que α > 0 para que esta integral exista.En efe
to, sea y ∈ (a, t). Consideremos dos integrales:1. ∫ y

a
(t− τ)α−1f(τ)dτ existe y es �nita:Basta observar que f(τ)(t− τ)α−1 es se

ionalmente 
ontinua en [a, y]:

f(τ)(t− τ)α−1es 
ontinua en(a, y)
ĺım
τ→a+

f(τ)(t− τ)α−1 = ĺım
τ→a+

f(τ)(t− τ)r(t− τ)α−1−r = c(t− a)α−1−r2011 Sabrina Ros
ani 27
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ĺım
τ→y−

f(τ)(t− τ)α−1 = f(y)(t− y)α−12. ∫ t

y
(t− τ)α−1f(τ)dτ existe y es �nita:En este 
aso, podemos a�rmar que f es 
ontinua en [y, t] (pues por hipótesis f es 
ontinuaen todo intervalo abierto (a, t) 
on t > a e y ∈ (a, t)). Luego f está a
otada en [y, t] y

∫ t

y

(t− τ)α−1f(τ)dτ ≤
∫ t

y

M(t− τ)α−1 < ∞ ya que α− 1 > −1Observa
ión 17 Según la de�ni
ión 14, la derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville no esotra 
osa que la derivada entera de una integral fra

ionaria de Riemann-Liouville de orden α,
on 0 < α ≤ 1 .En efe
to, sea β ∈ R+, n = ⌈β⌉. Luego n− 1 ≤ β < n y por lo tanto 0 < n− β ≤ 1. Llamando
α = n− β,

(RL
a Dβf)(t) =

[
Dn

aI
n−βf

]
(t) =

[
Dn

aI
n−(n−α)f

]
(t) = [Dn

aI
αf ] (t)Proposi
ión 11 Sea f una fun
ión 
ontinua para t ≥ a. Enton
es

ĺım
α→0+

aI
αf(t) = f(t)Demostra
ión: Una prueba más sen
illa resulta de suponer que f tiene derivadas 
ontinuaspara t ≥ a. En este 
aso, podemos integrar por partes

aI
αf(t) = −(t− τ)αf(τ)

Γ(α)α

∣
∣
∣
∣

t

a

+
1

Γ(α)α

∫ t

a

(t− τ)αf ′(τ)dτ =

=
1

Γ(α + 1)
(t− a)αf(a) +

1

Γ(α+ 1)

∫ t

a

(t− τ)αf ′(τ)dτObservemos que ĺım
α→0+

(t− τ)α = 1 ∀ τ , luego
ĺım
α→0+

1

Γ(α + 1)
(t− a)αf(a) = f(a) (12)Por otro lado,

ĺım
α→0+

∫ t

a

(t− τ)αf ′(τ)dτ =

∫ t

a

ĺım
α→0+

(t− τ)αf ′(τ)dτ =

∫ t

a

f ′(τ)dτ = f(t)− f(a) (13)Para inter
ambiar el límite veri�
amos nuevamente las hipótesis del Teorema 6 apli
ado a lafun
ión F : (a, t)× (0, 1) → R / F (τ, α) = (t− τ)αf ′(τ)1. F (·, α) es medible por ser 
ontinua.2. ĺım
α→0

(t− τ)αf ′(τ) = f ′(τ)2011 Sabrina Ros
ani 28
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ionario LM - UNR3. |F (τ, α)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(t− τ)α
︸ ︷︷ ︸

>0

f ′(τ)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (t− τ)α |f ′(τ)| ≤ |f ′(τ)|max {1, (t− τ)} que es una fun
iónintegrable en (a, t). Esta a
ota
ión proviene de que, suponiendo 0 < α < 1,si t− τ ≥ 1 ⇒ ln(t− τ) ≥ 0 ⇒ 0 < αln(t− τ) < ln(t− τ) ⇒ 1 < (t− τ)α < (t− τ)y, si 0 < t− τ ≤ 1 ⇒ ln(t− τ) ≤ 0 ⇒ 0 > αln(t− τ) > ln(t− τ) ⇒ (t− τ) < (t− τ)α < 1De (12) y (13) podemos a�rmar que
ĺım
α→0

aI
αf(t) = f(t)Ahora, si suponemos solamente que f es 
ontinua para t ≥ a, la prueba es un po
o más
ompleja:

aI
αf(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t−τ)α−1f(τ)dτ =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t−τ)α−1(f(τ)−f(t))dτ+
f(t)

Γ(α)

∫ t

a

(t−τ)α−1dτ =

=
1

Γ(α)

∫ t−δ

a

(t− τ)α−1(f(τ)− f(t))dτ +
1

Γ(α)

∫ t

t−δ

(t− τ)α−1(f(τ)− f(t))dτ +
f(t)(t− a)α

Γ(α + 1)Nombramos I1 := 1
Γ(α)

∫ t−δ

a
(t− τ)α−1(f(τ)− f(t))dτ e I2 :=

1
Γ(α)

∫ t

t−δ
(t− τ)α−1(f(τ)− f(t))dτSea ǫ > 0. Siendo f 
ontinua en [a,∞) existe δ > 0 (podemos suponer t − δ > a) y resulta funiformemente 
ontinua en [t− δ, t], luego |f(τ)− f(t)| < ǫ ∀ τ ∈ [t− δ, t]. Con esto:

|I2| <
1

Γ(α)

∫ t

t−δ

∣
∣(t− τ)α−1(f(τ)− f(t))

∣
∣ dτ <

1

Γ(α)

∫ t

t−δ

(t− τ)α−1ǫdτ =
ǫδα

Γ(α+ 1)
∀α > 0Luego

ĺım
α→0

|I2| = ǫ (14)Por otro lado, siendo f 
ontinua en [a, t− δ], resulta a
otada y por lo tanto:
|I1| ≤

1

Γ(α)

∫ t−δ

a

∣
∣(t− τ)α−1(f(τ)− f(t))

∣
∣ dτ <

<
M

Γ(α)

∫ t−δ

a

(t− τ)α−1dτ =
M

Γ(α + 1)
[(t− a)α − δα]Luego

ĺım
α→0

|I1| = 0 (15)Con todo esto, podemos asegurar que
| aIαf(t)− f(t)| ≤ |I1|+ |I2|+

∣
∣
∣
∣

f(t)(t− a)α

Γ(α + 1)
− f(t)

∣
∣
∣
∣2011 Sabrina Ros
ani 29
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ĺım
α→0

∣
∣
∣
∣

f(t)(t− a)α

Γ(α+ 1)
− f(t)

∣
∣
∣
∣
= ĺım

α→0
|f(t)|

∣
∣
∣
∣

(t− a)α

Γ(α + 1)
− 1

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

→0

= 0 (16)De (14), (15) y (16) podemos de
ir que
0 ≤ ĺım

α→0
| aIαf(t)− f(t)| ≤ ǫ ∀ ǫ > 0Por lo tanto,

ĺım
α→0

| aIαf(t)− f(t)| = 0Proposi
ión 12 aI
α(aI

βf(t)) = aI
α+βf(t)Demostra
ión:

aI
α(aI

βf(t)) =
1

Γ(β)

∫ t

a

(t−τ)β−1
aI

αf(τ)dτ =
1

Γ(β)Γ(α)

∫ t

a

(t−τ)β−1dτ

∫ τ

a

(τ−ζ)α−1f(ζ)dζ =

=
︸︷︷︸Fubini 1

Γ(β)Γ(α)

∫ t

a

f(ζ)dζ

∫ t

ζ

(t− τ)β−1(τ − ζ)α−1dτ (17)Ahora bien, de (6) y (7) tenemos que:
hz,w(t) =

∫ t

0

τ z−1(t− τ)w−1dτ ⇒ hz,w(t) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
tz+w−1Luego,

∫ t

ζ

(t− τ)β−1(τ − ζ)α−1dτ =
︸︷︷︸

τ−ζ=u

∫ t−ζ

0

[(t− τ)− u]β−1 uα−1du =

= hα,β(t− ζ) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
(t− ζ)α+β−1 (18)De (17) y (18):

aI
α(aI

βf(t)) =
1

Γ(β)Γ(α)

∫ t

a

f(ζ)
Γ(α)Γβ

Γ(α+ β)
(t− ζ)α+β−1dζ =

=
1

Γ(α + β)

∫ t

a

f(ζ)(t− ζ)α+β−1dζ =a I
α+βf(t)Observa
ión 18 Obviamente podemos inter
ambiar α y β y obtenemos

aI
β(aI

αf(t)) =a I
β+αf(t) =a I

α+βf(t) =a I
α(aI

βf(t))
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ionario LM - UNRObserva
ión 19 Integra
ión fra

ionaria de la fun
ión (t− a)αSi en (18) tomamos ζ = a y α := α+ 1 tenemos que
∫ t

a

(t− τ)β−1(τ − a)αdτ =
Γ(α + 1)Γ(β)

Γ(α + 1 + β)
(t− a)α+βLuego,

aI
β((t− a)α) =

1

Γ(β)

∫ t

a

(t− τ)β−1(τ − a)αdτ =
Γ(α + 1)

Γ(α+ β + 1)
(t− a)α+βProposi
ión 13 El operador Derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville es lineal

RL
a Dα(λf(t) + µg(t)) = λ RL

a Dαf(t) + µ RL
a Dαg(t)Demostra
ión: Se dedu
e de la linealidad de la integral.Proposi
ión 14

RL
a Dα(aI

αf(t)) = f(t)Nota 2 Esto signi�
a que el operador deriva
ión fra

ionaria de Riemann-Liouville es un in-verso a izquierda del operador integra
ión fra

ionaria de Riemann-Liouville de mismo orden α.Demostra
ión: Veamos primero el 
aso α = n. El 
aso n = 1 es trivial. Supongamos enton
esque n > 1. Apli
ando la Observa
ión 14
RL
a Dn(aI

nf(t)) =
1

Γ(n)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ =
1

(n− 1)!

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ =

=
d

dt

∫ t

a

[
dn−1

dtn−1

1

(n− 1)!
(t− τ)n−1

]

f(τ)dτ =
d

dt

∫ t

a

f(τ)dτ = f(t) (19)Para 
omprobar que es válido derivar bajo el signo integral (que depende de t!), planteamos losiguiente:
d

dt

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ = ĺım
h→0

1

h

[∫ t+h

a

(t + h− τ)n−1f(τ)dτ −
∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ

]

=

= ĺım
h→0

[∫ t

a

((t+ h− τ)n−1 − (t− τ)n−1)f(τ)

h
dτ +

∫ t+h

t

(t+ h− τ)n−1f(τ)

h
dτ

]

=

=

∫ t

a

(n− 1)(t− τ)n−2f(τ)dτ (20)En efe
to, en la primera integral, es lí
ito inter
ambiar el límite 
on la integral ya que podemosapli
ar el Teorema 6 a la fun
ión
F : (a, t)× (0, 1) → R/F (τ, h) =

((t+ h− τ)n−1 − (t− τ)n−1)f(τ)

hTrabajamos 
on el límite h → 0+. El 
aso h → 0− es análogo.2011 Sabrina Ros
ani 31
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ionario LM - UNR1. F (·, h) es medible por ser 
ontinua.2. ĺım
h→0+

F (τ, h) = ĺım
h→0+

((t+ h− τ)n−1 − (t− τ)n−1)

h
f(τ) =

= ĺım
h→0+

−((t− (τ − h))n−1 − (t− τ)n−1)

−h
f(τ) = f(τ)(n− 1)(t− τ)n−23. |F (τ, h)| =

∣
∣
∣
∣

((t+ h− τ)n−1 − (t− τ)n−1)f(τ)

h

∣
∣
∣
∣
.Queremos a
otar por una fun
ión integrable que no dependa de h. Para esto, de�nimosla fun
ión g(s) = (s)n−1. Siendo g 
ontinua y derivable en R podemos apli
ar el Teo-rema del Valor Medio en el intervalo [t− τ, t− τ + h], y, para 
ada h ∈ (0, 1) ∃ ch ∈

[t− τ, t− τ + h] /

∣
∣
∣
∣

((t + h− τ)n−1 − (t− τ)n−1)

h

∣
∣
∣
∣
= (n− 1) |ch|n−2Ahora bien, a < τ < t ⇒ 0 < t− τ < t− a y siendo 0 < h < 1, resulta

0 < t− τ < ch < t− τ + h < t− a + h < t− a+ 1Por lo tanto
|F (τ, h)| =

∣
∣
∣
((t+h−τ)n−1−(t−τ)n−1)f(τ)

h

∣
∣
∣ = (n− 1) |ch|n−2 |f(τ)| ≤

≤ (n− 1)(t− a+ 1)n−2 |f(τ)|que es una fun
ión integrable en (a, t) ya que n− 2 ≥ 0Luego
ĺım
h→0

∫ t

a

((t + h− τ)n−1 − (t− τ)n−1)f(τ)

h
dτ =

∫ t

a

(n− 1)(t− τ)n−2f(τ)dτEl segundo límite es una apli
a
ión dire
ta del Teorema del Valor Medio del Cál
ulo Integral
∫ t+h

t

(t+ h− τ)n−1f(τ)

h
dτ = (t+ h− ζ)n−1f(ζ)

t+ h− t

h
= (t+ h− ζ)n−1f(ζ)
on ζ ∈ [t, t + h], y por lo tanto

ĺım
h→0+

∫ t+h

t

(t+ h− τ)n−1f(τ)

h
dτ = ĺım

h→0+
(t+ h− ζ)n−1f(ζ) = (t− t)n−1f(t) = 0Finalmente para obtener el resultado (19) basta repetir este pro
edimiento n− 1 ve
es.Ahora para el 
aso general, sea n/ n− 1 ≤ α < n. Debido a la Proposi
ión 12,

aI
n−α(aI

αf(t)) = aI
nf(t)Luego,

RL
a Dα(aI

αf(t)) =
dn

dtn
{

aI
n−α(aI

αf(t))
}
=

dn

dtn
{aInf(t)} = f(t)2011 Sabrina Ros
ani 32
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ionario LM - UNRObserva
ión 20 De aquí en adelante notaremos aD
α en vez de RL

a DαProposi
ión 15 Si la derivada fra

ionaria aD
αf(t) de la fun
ión f(t) es integrable para elorden α, enton
es

aI
α(aD

αf)(t) = f(t)−
k−1∑

j=1

(aD
α−jf)(a+)

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)
− (t− a)α−k

Γ(α + 1− k)

[

aI
k−af(τ)

]

t=adonde (aD
α−jf)(a+) = [aD

α−jf(t)]t=a y k = ⌈α⌉Demostra
ión:Razonando 
omo en la Proposi
ión 14, es válido es
ribir
aI

α(aD
αf)(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1
aD

αf(τ)dτ =
d

dt

[
1

Γ(α + 1)

∫ t

a

(t− τ)α aD
αf(τ)dτ

] (21)Sea k = ⌈α⌉

1

Γ(α + 1)

∫ t

a

(t− τ)α aD
αf(τ)dτ =

1

Γ(α + 1)

∫ t

a

(t− τ)α
dk

dτk
[

aI
k−αf(τ)

]
dτ (22)Vamos a integrar por partes utilizando u = (t − τ)α y dv = dk

dτk

(

aI
k−αf(τ)

), para lo 
ualobservemos que:
v(τ) =

∫
dk

dτk
(

aI
k−αf(τ)

)
dτ =

dk−1

dτk−1 aI
k−αf(τ)Luego,

1

Γ(α + 1)

∫ t

a

(t− τ)αaD
αf(τ)dτ =

1

Γ(α + 1)

∫ t

a

(t− τ)α
dk

dτk
[

aI
k−αf(τ)

]
dτ =

=
1

Γ(α + 1)
(t− τ)α

dk−1

dτk−1 aI
k−αf(τ)

∣
∣
∣
∣

t

a

− 1

Γ(α+ 1)

∫ t

a

(−α)(t− τ)α−1 dk−1

dτk−1

(

aI
k−αf(τ)

)
dτ =

= − (t− a)α

Γ(α + 1)

[
dk−1

dτk−1 aI
k−1−(α−1)f(τ)

]

τ=a

+
α

Γ(α+ 1)

∫ t

a

(t− τ)α−1 dk−1

dτk−1

(

aI
k−αf(τ)

)
dτ =

= − (t− a)α

Γ(α + 1)

[

aD
α−1f(t)

]

t=a
+

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1 dk−1

dτk−1

(

aI
k−αf(τ)

)
dτApli
ando este mismo razonamiento a la integral 1

Γ(α)

∫ t

a
(t−τ)α−1 dk−1

dτk−1 aI
k−αf(τ)dτ obtenemos

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1 dk−1

dτk−1 aI
k−αf(τ)dτ =

= −(t− a)α−1

Γ(α)

[

aD
α−2f(t)

]

t=a
+

1

Γ(α− 1)

∫ t

a

(t− τ)α−2 dk−2

dτk−2

(

aI
k−αf(τ)

)
dτCon esto,

1

Γ(α + 1)

∫ t

a

(t− τ)α aD
αf(τ)dτ =2011 Sabrina Ros
ani 33
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− (t− a)α

Γ(α + 1)

[

aD
α−1f(t)

]

t=a
−(t− a)α−1

Γ(α)

[

aD
α−2f(t)

]

t=a
+

1

Γ(α− 1)

∫ t

a

(t−τ)α−2 dk−2

dτk−2 aI
k−αf(τ)dτ =

= ... = −
k−1∑

j=1

(t− a)α+1−j

Γ(2 + α− j)

[

aD
α−jf(t)

]

t=a
− (t− a)α+1−k

Γ(α+ 2− k)

[

aI
k−af(τ)

]

t=a
+

+
1

Γ(α + 1− k)

∫ t

a

(t− τ)α−k
aI

k−αf(τ)dτy teniendo en 
uenta que
1

Γ(α + 1− k)

∫ t

a

(t− τ)α−k
aI

k−αf(τ)dτ =
1

Γ(α + 1− k)

∫ t

a

(t− τ)(α+1−k)−1
aI

k−αf(τ)dτ =

= aI
(α+1−k)(aI

k−αf(t)) =a I
1f(t)resulta

1

Γ(α + 1)

∫ t

a
(t− τ)α aD

αf(τ)dτ =

= −
∑k−1

j=1

(t− a)α+1−j

Γ(2 + α− j)
[aD

α−jf(t)]t=a −
(t− a)α+1−k

Γ(α + 2− k)

[

aI
k−af(τ)

]

t=a
+ aI

1f(t)
(23)De (21) y (23)

aI
α(aD

αf)(t) =
d

dt

[
1

Γ(α + 1)

∫ t

a

(t− τ)αaD
αf(τ)dτ

]

=

=
d

dt

[

−
k−1∑

j=1

(t− a)α+1−j

Γ(2 + α− j)

[

aD
α−jf(t)

]

t=a
− (t− a)α+1−k

Γ(α + 2− k)

[

aI
k−af(τ)

]

t=a
+a I

1f(t)

]

=

−
k−1∑

j=1

(t− a)α−j

Γ(α + 1− j)

[

aD
α−jf(t)

]

t=a
− (t− a)α−k

Γ(α + 1− k)

[

aI
k−af(τ)

]

t=a
+ f(t)Observa
ión 21 Observemos que esta propiedad, si 0 < α < 1 resulta

aI
α(aD

αf)(t) = f(t)− (t− a)α−1

Γ(α)

[

aI
1−αf(t)

]

t=aNota 3 Para simpli�
ar la nota
ión, es
ribiremos dire
tamente
aI

α(aD
αf)(t) = f(t)−

k∑

j=1

(aD
α−jf)(a+)

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)donde, entendemos que (aD
α−kf)(a+) =

[

aI
k−af(τ)

]

t=a
ya que, en este 
aso sería α − k < 0y la derivada fra

ionaria no estaría de�nida.Observa
ión 22 Con esta propiedad hemos demostrado que el operador integral de Riemann-Liouville en general, no es el inverso a izquierda del operador derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville.2011 Sabrina Ros
ani 34
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ión 16 1. Si f(t) es una fun
ión 
ontinua y α > β ≥ 0,
aD

α(aI
βf(t)) = aD

α−βf(t)2. Si f(t) es una fun
ión 
ontinua y 0 ≤ α < β,
aD

α(aI
βf(t)) = aI

β−αf(t)Demostra
ión:1. Consideremos los enteros no negativos n y m donde 0 ≤ m − 1 ≤ α < m y 0 ≤ n ≤
α− β < n. Obviamente, n ≤ m, luego podemos poner m = n + ñ 
on ñ ∈ N.Utilizando la de�ni
ión de derivada fra

ionaria y la Proposi
ión 12 obtenemos:
aD

α(aI
βf(t)) =

dm

dtm
[

aI
m−α(aI

βf(t))
]
=

dm

dtm
[

aI
m−α+βf(t))

]
=

dm

dtm
[

aI
ñ+n−(α−β)f(t))

]
=

dn

dtn

{
dñ

dtñ
[

aI
ñ( aI

n−(α−β)f(t))
]
}

=
dn

dtn
[

aI
n−(α−β)f(t))

]
= aD

α−βf(t)2. Utilizando ahora la Proposi
ión 12, y Proposi
ión 14 tenemos
aD

α(aI
βf(t)) = aD

α(aI
α+β−αf(t)) = aD

α(aI
α
aI

β−αf(t)) =

= (aD
α
aI

α)(aI
β−αf(t)) = aI

β−αf(t)Veamos ahora qué resulta de 
ombinar derivadas ordinarias y fra

ionarias:Corolario 3 Sea β ≥ 0, n = ⌈β⌉ y k ∈ N.1. Si k ≥ n, Dk( aI
βf(t)) = aD

k−βf(t)2. Si k < n, Dk( aI
βf(t)) = aI

β−kf(t)Observa
ión 23 Derivada fra

ionaria de la fun
ión (t− a)α.Re
ordemos que estamos pidiendo que f(t) sea 
ontinua e integrable en todo intervalo �nito
(a, t) y además puede tener una singularidad de orden r < 1 en el punto t = a. Luego bastarápedir que α > −1. Sea n/ n − 1 ≤ α < n y f(t) = (t − a)α. Utilizando la de�ni
ión 14, laobserva
ión 18 y re
ordando que Γ(z + 1) = zΓ(z),
aD

βf(t) =
dn

dtn
( aI

n−β(f(t)) =
dn

dtn

[
Γ(α+ 1)

Γ(α + n− β + 1)
(t− a)α+n−β

]

=
Γ(α+ 1)

Γ(α− β + 1)
(t− a)α−βObserva
ión 24 Esta observa
ión nos di
e que la derivada fra

ionaria de Riemann-Liouvillede una 
onstante no es 
ero. En efe
to:

aD
β(C) = C aD

β(1) = C aD
β((t− a)0) =

Γ(C)

Γ(−β + 1)
(t− a)−β =

C

Γ(−β + 1)(t− a)β2011 Sabrina Ros
ani 35
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ión 17 Si la derivada fra

ionaria aD
βf(t) de la fun
ión f(t) es integrable y n es unentero no negativo tal que 0 ≤ n− 1 ≤ β < n.1. Si α > β enton
es

aI
α(aD

βf(t)) =a I
α−βf(t)−

n∑

j=1

[

aD
β−jf(t)

]

t=a

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)2. Si α < β enton
es
aI

α(aD
βf(t)) = aD

β−αf(t)−
n∑

j=1

[

aD
β−jf(t)

]

t=a

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)Demostra
ión:1. Usando primero la Proposi
ión 12, luego la Proposi
ión 15 y la linealidad de la integral
aI

α
aD

βf(t) = aI
α−β
a IβaD

βf(t) = aI
α−β

{

f(t)−
n∑

j=1

[

aD
β−jf(t)

]

t=a

(t− a)β−j

Γ(β − j + 1)

}

=

aI
α−β(f(t))−

n∑

j=1

[

aD
β−jf(t)

]

t=a aI
α−β

[
(t− a)β−j

Γ(β − j + 1)

]
on n = ⌈β⌉Basta probar enton
es que
aI

α−β

[
(t− a)β−j

Γ(β − j + 1)

]

=
(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)
(24)Apli
ando la Observa
ión 19, resulta

aI
α−β

[
(t− a)β−j

]
=

Γ(β − j + 1)

Γ(α− β + β − j + 1)
(t− a)α−jy, de la linealidad de la integral, obtenemos 242. Sea α < β. Apli
amos primero la Proposi
ión 14, luego la Proposi
ión 12, y �nalmente laProposi
ión 16 - 1

aI
α
aD

βf(t) =a D
β
aI

β
(

aI
α
aD

βf(t)
)
= aD

β
(

aI
α
(

aI
β
aD

βf(t)
))

= aD
β−α

(

aI
β
aD

βf(t)
)(25)Apli
amos ahora la Proposi
ión 15 y por último la Observa
ión 23

aD
β−α

(

aI
β
aD

βf(t)
)
= aD

β−α

(

f(t)−
∑k

j=1(aD
β−jf)(a+)

(t− a)β−j

Γ(β − j + 1)

)

=

= aD
β−α (f(t))−∑k

j=1(aD
β−jf)(a+)Dβ−α

(
(t− a)β−j

Γ(β − j + 1)

)

= aD
β−α (f(t))−∑k

j=1(aD
β−jf)(a+)

(
(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)

) (26)2011 Sabrina Ros
ani 36
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aI

α
aD

βf(t) = aD
β−α (f(t))−

k∑

j=1

(aD
β−jf)(a+)

(
(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)

)

Proposi
ión 18
aD

α(t− a)α−j = 0 j = 1, 2, ..., n 
on n = ⌈α⌉Demostra
ión: A partir de la Observa
ión 23,
aD

α(t− a)α−j =
dn

dtn
( aI

n−α((t− a)α−j) =
dn

dtn

[
Γ(α− j + 1)

Γ(α− j + n− α + 1)
(t− a)α−j+n−α

]

=

=
dn

dtn

[
Γ(α− j + 1)

Γ(−j + n + 1)
(t− a)−j+n

]

= 0ya que 0 ≤ n− j ≤ n− 1 y estamos derivando n ve
es.Observa
ión 25 Podemos de
ir enton
es que las fun
iones (t−a)α−j j = 1, 2, ..., n 
on n =
⌈α⌉ 
umplen el rol que las 
onstantes desarrollan en la deriva
ión entera, para el operador de-rivada fra

ionaria de Riemann-Liouville de orden α.Corolario 4 aD

αf(t) = 0 ⇐⇒ f(t) =
∑n

j=1 cj(t− a)α−j, ⌈α⌉=nDemostra
ión:
⇒)

aD
αf(t) = 0 ⇒ dn

dtn
[

aI
n−αf(t)

]
= 0 ⇒ aI

n−αf(t) =
n−1∑

i=0

ci(t− a)iPara obtener f(t) apli
amos el operador inverso (Proposi
ión 14), resulta
f(t) =

n−1∑

i=0

ci D
n−α(t− a)i =

︸︷︷︸Obs 23 n−1∑

i=0

ĉi (t− a)i−n+α =
︸︷︷︸

n−i=j

n∑

j=1

cj (t− a)α−j

⇐)
f(t) =

n∑

j=1

cj(t− a)α−j ⇒ aD
αf(t) =

n∑

j=1

cj aD
α(t− a)α−j =

︸︷︷︸Prop 18 0La siguiente proposi
ión es relativa a la deriva
ión entera de una derivada fra

ionaria y vi
e-versa.2011 Sabrina Ros
ani 37
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ión 191. Si f(t) es una fun
ión que admite derivada fra

ionaria de orden α y n ∈ N,
dn

dtn
( aD

αf(t)) = aD
α+nf(t)2. Si f(t) es una fun
ión derivable hasta el orden n y la derivada n−ésima admite derivadade Riemann-Liouville de orden α, enton
es

aD
α(

dn

dtn
f(t)) = aD

α+nf(t)−
n−1∑

j=0

f (j)(a)(t− a)j−α−n

Γ(1 + j − α− n)Demostra
ión:1. Sea α = k − β donde k = ⌈α⌉ y 0 < β ≤ 1.
dn

dtn
( aD

αf(t)) =
dn

dtn

[
dk

dtk
aI

k−αf(t)

]

=
dn

dtn

[
dk

dtk
aI

k−(k−β)f(t)

]

=
dn

dtn

[
dk

dtk
aI

βf(t)

]

=

=
dn

dtn

[
dk

dtk
(

1

Γ(β)

∫ t

a

(t− τ)β−1f(τ)dτ)

]

=
1

Γ(β)

dn+k

dtn+k

∫ t

a

(t− τ)β−1f(τ)dτ =

=
dn+k

dtn+k aI
βf(t) = aD

n+k−βf(t) = aD
n+αf(t)2. Por la Proposi
ión 15, tenemos que:

aI
n(aD

nf)(t) = f(t)−
n−1∑

j=1

(aD
n−jf)(a+)

(t− a)n−j

Γ(n− j + 1)
−
[

aI
n+1−nf(t)

]

t=a

(t− a)n−n

Γ(n− n + 1)
=

= f(t)−
n−1∑

j=1

(aD
n−jf)(a+)

(t− a)n−j

Γ(n− j + 1)
−
[

aI
1f(t)

]

t=a
︸ ︷︷ ︸

=0

=

f(t)−
n−1∑

j=1

(aD
n−jf)(a+)

(t− a)n−j

Γ(n− j + 1)
=
︸︷︷︸

n−j=l

= f(t)−
n−1∑

l=1

(aD
lf)(a+)

(t− a)l

Γ(l + 1)
=
︸︷︷︸Obs 14 f(t)− n−1∑

l=1

f (l)(a+)
(t− a)l

Γ(l + 1)
(27)Por otro lado, apli
ando la Proposi
ión 14 
on α = n, y la Observa
ión 14, tenemos que

aD
n(aI

ng(t)) = g(t), luego
aD

αg(t) = aD
α+n( aI

ng(t)) (28)Combinando (27), (28) y la Observa
ión 23,2011 Sabrina Ros
ani 38
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aD

α(
dnf(t)

dtn
) = aD

α+n( aI
nf (n)(t)) = aD

α+n(f(t)−
n−1∑

l=1

f (l)(a+)
(t− a)l

Γ(l + 1)
) =

= aD
α+nf(t)−

n−1∑

l=1

f (l)(a+)
(t− a)l−α−n

Γ(l + 1− α− n)Corolario 5 Bajo las hipótesis de los items a) y b) de la Proposi
ión anterior y si f (j)(a) =
0, ∀ k = 0, 1, 2, ..., n − 1, enton
es el operador derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville
onmuta 
on el operador dn

dtn
, esto es,

dn

dtn
( aD

αf(t)) =a D
α(

dn

dtn
f(t))Proposi
ión 20 Si la derivada fra

ionaria aD

αf(t) de la fun
ión f(t) es integrable,
aD

α(aD
βf(t)) = aD

α+βf(t)−
n∑

j=1

(aD
β−jf)(a+)

(t− a)−α−j

Γ(1− α− j)donde ⌈β⌉ = n .Demostra
ión:Sea m tal que m− 1 ≤ α < m. Haremos el 
aso m− α < β.Apli
ando la de�ni
ión de derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville, la Proposi
ión 17-2 y laProposi
ión 19-1 tenemos:
aD

α(aD
βf(t)) =

dm

dtm
{

aI
m−α( aD

βf(t))
}
=

=
dm

dtm

{

aD
α+β−mf(t)−

n∑

j=1

(aD
β−jf)(a+)

(t− a)m−α−j

Γ(1 +m− α− j)

}

=

= aD
α+βf(t)−

n∑

j=1

(aD
β−jf)(a+)

dm

dtm

{
(t− a)m−α−j

Γ(1 +m− α− j)

}

=

= aD
α+βf(t)−

n∑

j=1

(aD
β−jf)(a+)

(t− a)−α−j

Γ(1− α− j)Observa
ión 26 Inter
ambiando los roles de α y β en la Proposi
ión anterior, tenemos:
aD

β(aD
αf(t)) = aD

α+βf(t)−
m∑

j=1

(aD
α−jf)(a+)

(t− a)−β−j

Γ(1− β − j)donde m− 1 ≤ α < m.
2011 Sabrina Ros
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ionario LM - UNRCon esto podemos 
on
luir que, en general, los operadores derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville de distintos órdenes (el 
aso α = β ya lo analizamos) no 
onmutan.Sin embargo, si agregamos las siguientes 
ondi
iones:
aD

α−jf(a+) = 0, ∀ j = 1, ..., m

aD
β−jf(a+) = 0, ∀ j = 1, ..., npodemos asegurar que aD

α(aD
βf(t)) = aD

β(aD
αf(t)) = aD

α+βf(t)

2011 Sabrina Ros
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ionario LM - UNR5. Derivada fra

ionaria de CaputoLa de�ni
ión de derivada de Riemann-Liouville tuvo un papel muy importante en el desarrollode la teoría del 
ál
ulo fra

ionario y de sus apli
a
iones puramente matemáti
as (solu
iónde e
ua
iones diferen
iales de orden entero, de�ni
ión de nuevas 
lases de fun
iones, suma deseries, et
.). Sin embargo, para los problemas que surgieron en apli
a
iones modernas y en losque se disponía de 
ondi
iones ini
iales físi
as 
on
retas, se pre�rió otra de�ni
ión de derivadafra

ionaria, también introdu
ida por Liouville pero utilizada por primera vez por Caputo. Estade�ni
ión tiene la ventaja de requerir úni
amente el 
ono
imiento de los valores ini
iales de lafun
ión y de sus derivadas de orden entero si es apli
ada en 
onjun
ión 
on el método de laTransformada de Lapla
e.De�ni
ión 15 Sean α > 0 y n = ⌈α⌉. Sea f una fun
ión derivable hasta el orden n en [a, b].De�nimos la derivada fra

ionaria de Caputo de orden α 
omo
C
a D

αf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ = aI
n−α(f (n)(t))Observa
ión 27 Según esta de�ni
ión, la derivada fra

ionaria de Caputo no es otra 
osa quela intgral fra

ionaria de orden n − α de la fun
ión f (n)(t). Vimos en la Observa
ión 16 queesta integral era 
onvergente si α > 0 y f es una fun
ión integrable y 
ontinua en todo intervalo

(a, t) que puede presentar una singularidad de orden r < 1 en t = a. Estas hipótesis 
laramentelas veri�
a f (n)(t) ya que al ser f derivable hasta el orden n resulta f (n)(t) 
ontinua, esto es,
t = a es un punto regular de f .Proposi
ión 21 Sean α > 0 y n = ⌈α⌉. Sea f una fun
ión derivable hasta el orden n en [a, b].Enton
es

C
a D

αf(t) → 0 si t → aDemostra
ión:Siendo f (n)(t) 
ontinua en [a, b], es a
otada y
∣
∣ C
a D

αf(t)
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

∣
∣
∣
∣
≤
∫ t

a

(t− τ)n−α−1MdτSea ahora t > a, �jo y pensemos en una integral impropia de 2a espe
ie:
∫ t

a

(t− τ)n−α−1dτ = ĺım
c→t−

∫ c

a

(t− τ)n−α−1dτ = ĺım
c→t−

−(t− τ)n−α

n− α

∣
∣
∣
∣

c

a

=

= ĺım
c→t−

−(t− c)n−α

n− α
+

(t− a)n−α

n− α
=

(t− a)n−α

n− α
ya que n− α > 0Luego,

∣
∣ C
a D

αf(t)
∣
∣ ≤ (t− a)n−α

n− α
→ 0 si t → aObserva
ión 28 Si α = m ∈ N enton
es n = m+ 1 y

C
a D

mf(t) =
1

Γ(1)

∫ t

a

(t− τ)0f (m+1)(τ)dτ = f (m)(τ)
∣
∣
t

a
= f (m)(t)− f (m)(a+)2011 Sabrina Ros
ani 41
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ión 22 Sean α > 0 y n = ⌈α⌉. Sea f una fun
ión derivable hasta el orden n en [a, b].Enton
es
ĺım
α→n

C
a D

αf(t) = f (n)(t)Demostra
ión:Apli
ando la Observa
ión 27 y la Proposi
ión 11,
ĺım
α→n

C
a D

αf(t) = ĺım
α→n

aI
n−α(f (n)(t)) = f (n)(t)Observa
ión 29 Esta propiedad nos indi
a que, similarmente a lo o
urrido 
on la derivadade Riemann-Liouville, la derivada fra

ionaria de Caputo nos da una interpola
ión entre losoperadores de orden entero.Observa
ión 30 Vimos en la Observa
ión 24 que la derivada fra

ionaria de Riemann-Liouvillede una 
onstante no es 
ero. Esto no o
urre 
on la derivada fra

ionaria de Caputo. Claramente

C
a D

α(K) = 0.Proposi
ión 23 El operador Derivada fra

ionaria de Caputo es lineal
C
a D

α(λf(t) + µg(t)) = λ C
a D

αf(t) + µ C
a D

αg(t)Demostra
ión: Se dedu
e de la linealidad de la integral.Proposi
ión 24 Rela
ión entre las derivadas fra

ionarias de Caputo y de Riemann- Liouville.Sea f una fun
ión derivable hasta el orden n en el intervalo [a, b]. Enton
es
RL

aD
αf(t) = C

a D
αf(t) +

n−1∑

j=0

f (j)(a+)
(t− a)j−α

Γ(j + 1− α)
(29)Demostra
ión:Sea n = ⌈α⌉. Apli
ando la de�ni
ión 2.1, integrando su
esivamente por partes y utilizando elresultado (20) de la Proposi
ión 14, tenemos:

RL
aD

αf(t) =
dn

dtn

[
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ

]

=

=
dn

dtn
1

Γ(n− α)

[

−(t− τ)n−α

n− α
f(τ)

∣
∣
∣
∣

t

a

+

∫ t

a

(t− τ)n−α

n− α
f ′(τ)dτ

]

=

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn
(t− a)n−α

n− α
f(a) +

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α

n− α
f ′(τ)dτ =

=
(n− α)...(n− α− n + 1)

Γ(n− α+ 1)
(t− a)−αf(a) +

1

Γ(n− α)

dn−1

dtn−1

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f ′(τ)dτ =

=
(n− α)...(1− α)

(n− α)...(1− α)Γ(1− α)
(t− a)−αf(a) +

1

Γ(n− α)

dn−1

dtn−1

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f ′(τ)dτ =2011 Sabrina Ros
ani 42
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=

(t− a)−α

Γ(1− α)
f(a) +

1

Γ(n− α)

dn−1

dtn−1

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f ′(τ)dτ (30)Apli
ando este razonamiento a 1
Γ(n−α)

dn−1

dtn−1

∫ t

a
(t− τ)n−α−1f ′(τ)dτ obtenemos:

1

Γ(n− α)

dn−1

dtn−1

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f ′(τ)dτ =

=
(t− a)−α+1

Γ(2− α)
f ′(a+) +

1

Γ(n− α)

dn−2

dtn−2

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (2)(τ)dτReemplazando en la expresión (30) y repitiendo este pro
edimiento n ve
es, se obtiene la ex-presión (29).Corolario 6 Bajo las mismas hipótesis de la Proposi
ión anterior,
C
a D

αf(t) = RL
aD

α

[

f(t)−
n−1∑

j=0

f (j)(a+)
(t− a)j

j!

]Demostra
ión:Es una apli
a
ión dire
ta de la Proposi
ión 22 y la Observa
ión 23. En efe
to,
RL

aD
α(
(t− a)j

j!
) =

Γ(j + 1)(t− a)j−α

j!Γ(1 + j − α)
=

(t− a)j−α

Γ(1 + j − α)A partir de la Proposi
ión 22 podemos plantear las siguientes equivalen
ias que son muy im-portantes en la formula
ión de problemas de valores ini
iales para e
ua
iones diferen
iales 
onderivadas fra

ionarias.Proposi
ión 25 Sea α ∈ R+ y n = ⌈α⌉ .Sea f una fun
ión derivable hasta el orden n en elintervalo [a, b]. Enton
es la 
ondi
ión fra

ionaria
RL
a Dαf(a+) = 0equivale a las 
ondi
iones enteras

f (j)(a+) = 0, j = 0, 1, ..., n− 1Demostra
ión:
⇐) Si f (j)(a+) = 0, j = 0, 1, ..., n− 1, en la Proposi
ión 22 resulta

RL
aD

αf(t) = C
a D

αf(t)si t → a, C
a D

αf(t) → 0 (por Proposi
ión 21), de donde obtenemos la 
ondi
ión fra

ionaria
RL
a Dαf(a+) = 0.
⇒) Si RL

a Dαf(a+) = 0, multipli
ando su
esivamente a ambos miembros de la identidad (29)por (t− a)α−j j = n− 1, ..., 0

RL
aD

αf(t)(t− a)α−j = C
a D

αf(t)(t− a)α−j +

n−1∑

k=0

f (k)(a+)
(t− a)k−α(t− a)α−j

Γ(k + 1− α)2011 Sabrina Ros
ani 43
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ionario LM - UNRy tomando límite 
uando t → a+ se obtiene
0 = 0 + f (j)(a+) j = n− 1, ..., 0Como anti
ipamos antes, esta equivalen
ia nos permitirá emplear 
ondi
iones ini
iales ente-ras (las 
uales podemos interpretar físi
amente) teniendo en 
uenta que por 
ada 
ondi
iónfra

ionaria de orden α tendremos n 
ondi
iones enteras.Proposi
ión 26 C

a D
α(t− a)k = 0 ∀α > 0, n− 1 ≤ α < n y k < n, k ∈ N0.Demostra
ión:Es evidente ya que dn

dtn
(t− a)k = 0 por ser k < n y apli
amos la de�ni
ión 15.También vale pena resaltar que el papel que juega la fun
ión de Mittag-Le�er respe
to a laderivada fra


ionaria de Caputo es pare
ido al de la fun
ión exponen
ial 
on respe
to a laderiva
ión 
lási
a.Proposi
ión 27 C

a D
αEα,1(λ(t− a)α) = λEα,1(λ(t− a)α), α > 0 λ ∈ R .Demostra
ión:Sea α > 0 y λ ∈ R. Apli
ando en primer lugar la 
onvergen
ia uniforme de la serie sobre
ompa
tos, luego ha
iendo la sustitu
ión τ = (t+a)s+a y apli
ando �nalmente la Proposi
ión5,

C
a D

αEα,1(λ(t− a)α) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1 dn

dτn

(
∞∑

k=0

λk (τ − a)αk

Γ(αk + 1)

)

dτ =

=
1

Γ(n− α)

∞∑

k=1

λk(αk(αk − 1)...(αk − n + 1))

Γ(αk + 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)αk−ndτ =

=
1

Γ(n− α)

∞∑

k=1

λk

Γ(αk − n+ 1)

∫ t−a
t+a

0

(t + a)αk−α(
t− a

t+ a
− s)n−α−1(s)αk−nds =

=
1

Γ(n− α)

∞∑

k=1

λk

Γ(αk − n + 1)
(t + a)αk−αΓ(αk + 1− n)Γ(n− α)

Γ(αk − α + 1)

(
t− a

t+ a

)αk−α

=

=
∞∑

k=1

λk

Γ(αk − α + 1)
(t− a)αk−α =

∞∑

k=1

λk (t− a)α(k−1)

Γ(α(k − l) + 1)
=

∞∑

k=0

λk+1 (t− a)αk

Γ(αk + 1)
=

= λ
∞∑

k=0

λk (t− a)αk

Γ(αk + 1)
= λEα,1(λ(t− a)α)
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ionario LM - UNRVeamos otra diferen
ia entre la derivada fra

ionaria de Caputo y la derivada fra

ionaria deRiemann-Liouville:Proposi
ión 28
C
a D

α(Ca D
mf(t)) = C

a D
α+mf(t) m = 0, 1, 2, ... ; n− 1 < α < n(mientras que en el 
aso de la derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville teníamos dn

dtn
( aD

αf(t)) =

aD
α+nf(t) )Más aún

C
a D

α(Ca D
mf(t)) = C

a D
m(Ca D

αf(t)) = C
a D

α+mf(t)si f (j)(a) = 0, j = n, n + 1, ...m, m = 0, 1, 2, ... ; n− 1 < α < n(mientras que en la derivada fra

ionaria de Riemann-Liouville teníamos dn

dtn
( aD

αf(t)) =

aD
α(

dn

dtn
f(t)) si f (j)(a) = 0, ∀ k = 0, 1, 2, ..., n− 1)Demostra
ión:Sea n = ⌈α⌉. Apli
ando la Proposi
ión 20 y la Observa
ión 28,

C
a D

α(Ca D
mf(t)) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1 dn

dτn
[
C
a D

mf(τ)
]
dτ =

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1 dn

dτn
(f (m)(τ)− f (m)(a+))dτ =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (m+n)(τ)dτ(31)Por otro lado, siendo n+m = ⌈α +m⌉

C
a D

α+mf(t) =
1

Γ(n+m− (α +m)

∫ t

a

(t− τ)n+m−(α+m)−1f (m+n)(τ)dτ =

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (m+n)(τ)dτ (32)De (31) y (32) tenemos la primera parte de la tesis.Para la segunda parte llamemos g(t) = C
a D

αf(t) = 1
Γ(n−α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1 dn

dτn
f(τ)dτPor la Observa
ión 28,

C
a D

m(Ca D
αf(t)) = g(m)(t)− g(m)(a+)donde

g(m)(t) =
1

Γ(n−m− α)

∫ t

a

(t− τ)(n−α−(m+1))f (n)(τ)dτ y g(m)(a+) = 0resultado que se obtiene apli
ando su
esivamente el resultado (20) de la Proposi
ión 14.Integrando por partes,
g(m)(t) =

1

Γ(n−m− α)

−(t− τ)(n−α−m)

n− α−m
f (n)(τ)

∣
∣
∣
∣

t

a

+
1

Γ(n−m− α)

∫ t

a

(t− τ)(n−α−m)

n− α−m
f (n+1)(τ)dτ =

=
(t− a)(n−α−m)

Γ(n−m− α + 1)
f (n)(a+) +

1

Γ(n−m− α + 1)

∫ t

a

(t− τ)(n−α−m)f (n+1)(τ)dτ = ...2011 Sabrina Ros
ani 45
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... =

m−1∑

j=0

(t− a)(n−α−m+j)

Γ(n−m− α + j + 1)
f (n+j)(a+) +

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)(n−α−1)f (n+m)(τ)dτde donde podemos 
on
luir que
C
a D

α(Ca D
mf(t)) = C

a D
m(Ca D

αf(t)) = C
a D

α+mf(t)si f (n+j)(a+) = 0 ∀ j = 0, ...m− 1, o bien si
f (j)(a+) = 0 ∀ j = n, ..., n+m− 1Veamos por último un enfoque que nos presenta a las derivadas fra

ionarias de Riemann-Liouville y de Caputo 
omo una generaliza
ión del 
on
epto de deriva
ión en sentido genera-lizado o bien deriva
ión en el sentido de las distribu
iones. Para esto ne
esitaremos el 
on
eptode 
onvolu
ión
f(t) ∗ g(t) =

∫ ∞

−∞

f(τ)g(t− τ)dτConsideremos la fun
ión
χα(t) =

tα−1

Γ(α)
H(t) α > 0siendo H la fun
ión de Heaviside. Podemos es
ribir enton
es,

aI
αf(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ = f(t) ∗ χα(t).Nota 4 La fun
ión χα es lo
almente integrable en R y por lo tanto es una distribu
ión de orden
0.Veamos algunas propiedades que veri�
a la distribu
ión χα,Proposi
ión 29

∂kχk = δ ∀k ∈ N (33)donde δ(t) es la fun
ión Delta de Dira
.Demostra
ión:Lo probamos por indu

ión.Si k = 1, por la Proposi
ión 1
∂χ1 = ∂H = δSea ϕ ∈ D(R)

∂k+1(χk+1(ϕ)) = ∂k(∂(χk+1(ϕ))) = ∂k(−χk+1(ϕ
′)) = ∂k(χk(ϕ)) =

︸︷︷︸

hip

δya que2011 Sabrina Ros
ani 46
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−χk+1(ϕ

′) =

∫ ∞

0

tk

Γ(k + 1)
ϕ′(t)dt = − tk

Γ(k + 1)
ϕ(t)

∣
∣
∣
∣

∞

0

+

∫ ∞

0

tk−1

Γ(k)
ϕ(t)dt = 0 + χk(ϕ)Nuestro objetivo es ahora poder de�nir χα 
uando α ≤ 0. Observemos que si quisiéramos
onsiderar α = −k, k ∈ N estaríamos en problemas, ya que estos son polos de la fun
ión

Gamma y no podemos evaluar Γ(−k). Sin embargo, la siguiente propiedad nos permitirá daruna de�ni
ión ade
uada:Proposi
ión 30 ∂kχα+k = χα ∀α > 0, ∀k ∈ NDemostra
ión: Es análogo a lo he
ho en la Proposi
ión anterior.De�ni
ión 16 Sea α ≤ 0 y k = ⌈α⌉. Sea ϕ ∈ D(R). De�nimos la distribu
ión χα 
omo
χα(ϕ) = ∂kχα+k(ϕ) = (−1)kχα+k(∂

kϕ)Observa
ión 31
χ0 = ∂χ1 = ∂H = δ

χ−k = ∂k+1χ−k+k+1 = ∂k+1χ1 = ∂k(∂H) = ∂kδ = δ(k) (34)Re
ordemos que la fun
ión Delta de Dira
 juega un papel muy importante en la 
onvolu
ión:es el elemento neutro. Sea f una fun
ión lo
almente integrable (i.e., f es una distribu
ión), porla Proposi
ión 3 resulta
f(t) ∗ δ(k)(t) = f (k)(t) ∗ δ(t) = f (k)(t) (35)De (34) y (35)

f(t) ∗ χ0(t) = f(t) ∗ δ(t) = f(t)

f(t) ∗ χ−1(t) = f(t) ∗ δ′(t) = f ′(t)...
f(t) ∗ χ−k(t) = f(t) ∗ δ(k)(t) = f (k)(t)donde estas derivadas están dadas en el sentido de las distribu
iones.Luego, una posible de�ni
ión derivada fra

ionaria de orden α, α > 0, 
on f(t) ∈ D′(R)[a,∞) ,sería

aD̃
αf(t) = f(t) ∗ χ−α(t) = f(t) ∗ ∂kχ−α+k(t) (36)donde esta 
onvolu
ión de distribu
iones está bien de�nida debido a la Proposi
ión 2.Ahora bien, a partir de la Proposi
ión 3 podemos 
on
luir que

aD̃
αf(t) = f(t) ∗ ∂kχ−α+k(t) = ∂k(f(t) ∗ χ−α+k(t)) =

dk

dtk
( aI

k−αf(t)) (37)2011 Sabrina Ros
ani 47
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ionario LM - UNRdonde la última igualdad es válida si f es una fun
ión que veri�
a las hipótesis de la de�ni
ión14, que no es otra 
osa que la de�ni
ión de derivada fra

ionaria de Riemann- Liouville, mientrasque
aD̃

αf(t) = f(t) ∗ ∂kχ−α+k(t) = ∂kf(t) ∗ χ−α+k(t) = aI
k−αf (k)(t)donde la última igualdad es válida si f es derivable hasta el orden k que es la de�ni
ión 15 dederivada fra

ionaria de Caputo.Nota 5 Esto nos permite a�rmar que las derivadas fra

ionarias de Riemann-Liouville y deCaputo 
oin
iden en el sentido de las distribu
iones.Observemos que esto no 
ontradi
e la Proposi
ión 24, ya que en (36) y (37) f es una fun
ión
uyo soporte está 
ontenido en [a,∞) y por lo tanto f (j)(a+) = 0, ∀j = 0, 1, ..., k − 1.
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