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Resumen

En esta tesis se estudian diversos problemas asociados a la Ecuacién de Difusién Fraccionaria
(EDF). En la primera mitad se estudia el problema de valores iniciales con condicién de Dirich-
let en el primer cuadrante, y el problema de valores iniciales con condicién de Neumann en el
primer cuadrante. En ambos casos, se obtienen soluciones explicitas y se brinda una prueba de
que las soluciones obtenidas son, efectivamente, soluciones de los problemas propuestos, donde
el mayor énfasis reside en probar que las funciones propuestas verifican la Ecuaciéon de Difusién
Fraccionaria. (Esta ecuacion, como veremos, se rige por un operador integral que agrega una

singularidad a la funcién a la cual se le aplica).

En la segunda mitad, comenzamos estudiando el problema de frontera mévil para la EDF. Se
recopilan los conocimientos sobre principios del maximo conocidos hasta ahora (contamos con
una especie de principio del méaximo débil, pero no con el fuerte) y se prueba el Lema de Hopf
para el operador diferencial asociado a la EDF.

Inmediatamente se considera el problema de Stefan asociado a la EDF y se utiliza el Lema de
Hopf “fraccionario” para probar la propiedad de monotonia que verifica la frontera libre cuando
consideramos estos problemas. Una vez enfocados en la frontera, brindamos una condicién inte-
gral que verifica la misma (derivada de la condicién fraccionaria de Stefan), y a partir de ésta,
obtenemos la unicidad de solucién bajo ciertas condiciones.

Finalmente, resolvemos explicitamente tres problemas de Stefan fraccionarios, uno con condicién
de Dirichlet, otro con condicién de Neumann y un tercero con condicién convectiva y damos
condiciones bajo las cuales estos tres problemas son equivalentes.

Veremos que, si hacemos tender a ' 1, la EDF se transforma en la Ecuacion del Calor. Luego, a
lo largo de todo el trabajo, se analiza el limite cuando o /* 1 de las distintas soluciones obtenidas,

recuperando las soluciones de los respectivos problemas clasicos asociados a la ecuacion del calor.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Un poco de historia

sAlguna vez nos planteamos en nuestro transcurso por los cursos de matemdtica qué significaria

hacer DY/ f(x)?

La notacion de Leibnitz D™ f(z) o %, empujo en 1695 a L'Hopital a preguntarle “;Qué
sucede si n es 1/2 7. Leibnitz respondio: “ Usted puede ver por eso, senor, que uno puede
expresar por una serie infinita una cantidad como dY2zy o d¥2zy . Aunqgue las series mnfinitas
y geométricas son relaciones distantes, las series infinitas admiten solo el uso de exponentes que
son enteros y no hacen, todavia, el uso de exponentes fraccionarios.” Después en la misma carta,

Leibnitz continua profetizando: “FEsta es una aparente paradoja que algin dia mostrard sus ttiles

consecuencias’ .

En 1730, Euler escribi6: “Si n es un entero positivo, ‘dn’ puede ser encontrada con derivacion
continuada. De tal manera, sin embargo no es evidente si n es una fraccion; pero con la ayuda

de la interpolacion uno puede expedir el asunto”.

Pero quizas el verdadero “big bang” de la diferenciacién y la integracion fraccionaria se da en
1738, en su publicacion [15], donde se puede ver como Euler deriva e integra con orden 1/2 una
funcién potencial. Una interpretacion minuciosa de este trabajo realizada por Igor Podlubny se

puede ver en [40].
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Casi un siglo después, en 1822, Fourier sugiere la utilizacién de la siguiente igualdad para realizar

la derivada de orden p de una funcién suficientemente buena:

ar L e [ Az — tA+ po)d
Tl @ =5 [ v [ fcostna - tx+ pY

pero el primero en presentar una aplicacion fue Abel en 1823 [1, 2], quien, al plantear el problema

1

de la tautdcrona’, se encuentra con la siguiente expresion

I R
k:_/o( N2 ()t

que, salvo por una constante multiplicativa, se corresponde hoy en dia con la integral fraccionaria
de orden 1/2 de Riemann-Liouville de la funcion f(z).
Abel escribi6 el lado derecho de la ecuacion como ﬁ% (z). Luego oper6 en ambos lados de

- 1/2
la ecuacién con diﬁ y obtuvo:

La soluciéon de Abel fue catalogada como “elegante”; lo que atrajo la atencion de Liouville, quien
después de una década volvié a trabajar en el Célculo Fraccionario, y en 1832 hizo el primer gran
intento de definir una derivada fraccionaria.

Basandose en la definicion de la funcion Gamma, Liouville, [31, 32] propone la siguiente definicion

de derivada fraccionaria:

(_1)pr(a + p) pa—p—

DPy~ =
v T'(a) ’

a>0

para funciones del tipo 7 con a > 0.

Otra vez estamos bajo una definicién que se aplica s6lo a un conjunto restringido de funciones.
La atencién se desplazé entonces hacia la integral fraccionaria, pensando que quizas de ésta se
deduciria la definicién de derivada como la de su operador inverso izquierdo, en analogia al caso
entero. En esos mismos escritos de 1832, Liouville obtuvo la siguiente férmula:

P () = 1 = 1 T —
(D70 @) = = |, P @ =i Rw) >0

'En 1673 el fisico-matematico Cristian Huygens, publico en su Tratado Sobre la Teorfa de Relojes de Péndulo
su descubrimiento de que “El tiempo que tarda una particula de masa m en deslizarse sobre un arco de cicloide
entre dos puntos distintos, es independiente del punto en el que inicie su movimiento”. Este descubrimiento se

conoce como el problema de la tautécrona.

10
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que hoy en dia, eliminado el factor (—1)?, es conocida como la definicion de Liouville por la

derecha de la integral fraccionaria de orden p.

Cabe mencionar también un escrito del gran matemaéatico Riemann fechado en 1847, y de pub-
licacion postuma en 1876 [41]. Buscando una generalizacion de una serie de Taylor obtuvo la

expresion

1 x
D7Pf(x :/ z—t)PLf(t)dt + O (x
(z) o) /. (=) f(t) (z)
para la integral de orden fraccionario.

Debido a la ambigiiedad del extremo inferior de integracién ¢, Riemann considerd oportuno anadir
una funcion complementaria ®(x) de naturaleza indeterminada, preocupandose por una medida

de desviacion para el caso Dz f(z) y «Dz? f(z) cuando ¢ # ¢

Alrededor de los anos 1870, dos grandes mateméticos, Griinwald y Letnikov estudiaron el problema
de la diferenciacién no entera, generalizando la definicién de derivada de orden entero, basada en
el concepto de cociente incremental, utilizando la siguiente férmula

(Vi) (@)

(DPf) (x) = R0~

e
donde (V4 f)(z) = > i—o(—=1) <]) f(x — jh), con [n] = p. Esta formula es utilizada en la

actualidad debido a que es una de las mas adecuadas para la realizacion de célculos numéricos.

En 1884, Laurent [29], partiendo de la férmula integral de Cauchy (conocida recién a partir del

ano 1825),

— t — )" f(T)dr
e [ =

define la integral de oreden fraccionario como

clnf(t) =

e <w>—F(1p) / @t (0)d, p e R

Cuando x > c recuperamos la definicion de integral fraccionaria de Riemann, pero sin la funcion

complementaria; mientras que para ¢ = —oo obtenemos la definicién de la integral fraccionaria

11
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de Liouville.

Llegando finalmente al siglo X X, nos encontramos en 1967 con la definicién de derivada frac-
cionaria dada por Caputo [8], que es la primera que permite la formulacién de condiciones iniciales
para Problemas de Valores Iniciales para ecuaciones diferenciales fraccionarias, involucrando s6lo

el valor limite del orden de derivacion entero en el extremo inferior (tiempo inicial) ¢t = a.

La derivada de Caputo de orden a > 0, n — 1 < a < n y extremo a, estd dada por

; ! _Tn—a—l (n)T .
ey | =,

Esta definicion de derivada fraccionaria es la elegida para el andlisis y resolucion de los

Do f(t) =

problemas abordados esta tesis, pero antes, veremos algunas definiciones bésicas y propiedades

del calculo fraccionario.

1.2 Definiciones basicas y propiedades

Las demostraciones que no se encuentran en esta seccion pueden consultarse en [39] o en [42].

1.2.1 Las funciones especiales relacionadas al Calculo Fraccionario

Definicion 1. Sea A ={z € C/R(z) > 0}. Definimos la funcion Gamma como

r-A—cC
z—D(z) = [T e " dt.

(1.1)

Nota 1. La funcion Gamma asi definida es una funcion entera en su dominio, mds aun, se pro-
longa analiticamente a wuna funcion que sequiremos llamando T'(z) sobre el dominio

Q=C—{z=—n, ne Ny} dada por

(-1 1 o0
r-Q—-C/I'(z) = Z ( n') oz —1—/1 e '*Ldt.
n=0 ’

Definicion 2. Sea © = {(z,w) € C? / R(z) > 0, R(w) > 0}. Definimos la funcién Beta como

1
B‘@%@/B(zjw)z/ (1 - 1) dr
0

12
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Proposicion 1. Si h, () ft =1 Y=ldr, ¢ >0, entonces
L) (w)
1. h t) = — ~ Zprtw—l
zult) 'z +w)
L'(z)I'(w)

Corolario 1. B(z,w) = B(w,z) Vz,web

Observacion 1. Gracias a la Proposicion 1 y al principio de identidad para funciones analiticas,
podemos extender a la funcion Beta analiticamente al dominio € a partir de la extension de la

funcion Gamma.
Proposicion 2. Propiedades de la funcion Gamma

i. T(z+1)=2I'(z) Vz el

n!n?
. I(z2) = 1 .
i T = i ) )

w. D(2)T(z + 3) = V72172 (22).

Corolario 2. I'(n+ 3) = i

Lvn € No. En particular,

22"n'

Definiciéon 3. Dado z € C y a € C/R(a) > 0. Llamaremos funcion de Mittag-Leffler a la

definida por:

MS

(1.2)
Pt I( ak +1)
Observacion 2. Utilizando la siguiente propiedad de la funcion Gamma (ver [14]),
r 1
F((Zizi = 2070 [1—1—2z_1(a—b)(a+b—1)+0(z_2) , |z] = o0 (1.3)

se puede ver que la serie (1.2) converge en C, y por lo tanto la funcion de Mittag Leffler asi

definida, es una funcion entera.

Observacion 3. La funcion de Mittag-Leffler proporciona una generalizacion de la funcion ex-

ponencial, E1(z) = €*.

13
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Otros casos particulares son
Fy(2%) = cosh(z); Ea(—2*) = cos(2)

El/Q(izl/Q) =¢€7 [1 — erf(izl/Q) = ezerfc($zl/2)

donde el valor principal de la raiz cuadrada de z se asume en el plano complejo cortado a lo largo

del eje real negativo, y las funciones erf y er fc se definen como

erf(z f/ — qy y erfe(z)=1—erf(z). (1.4)

Una generalizacion de esta funcidn fue propuesta por Agarwal en el afio 1953 y consiste en sustituir

la constante 1 en el argumento de la funcion Gamma, por un nuevo pardmetro complejo 3.

Definicion 4. Llamaremos funcion de Mittag-Leffler generalizada o de dos pardmetros a

kZOFMﬁLﬁ’ zeC, R(a)>0,8eC.

Observacion 4.
1. Claramente, se cumple que Eq1(2) = Eo(2) Vz € C.

2. Es fdcil ver que

Elm

m—2
:zm 1zzk+2{e _Z;}

k=0
La siguiente funcién juega un papel fundamental en la teoria de ecuaciones diferenciales parciales
fraccionarias, en particular en la ecuacion de difusion fraccionaria. Su nombre es en honor a E.
Maitland Wright, el eminente matematico britanico que introdujo e investigd esta funcién desde

1933 [57, 58] llaméndola originalmente funcidn de Bessel generalizada .

Definicion 5. Llamaremos funciéon de Wright a la funcion definida por
Zk

W(z,a, ) :kz_okw

z€C,a>-1,8€C.

Observacion 5. Como ocurrid con la funcion de Mittag—Leffler, la funcion de Wright es también

una generalizacion de la funcion exponencial, W(z,0,1) = e*.
0o (=1)F(z/2)*ktv

Su relacion con la funcion de Bessel, J,(z) =Y 72, RThET) estd dada por
(z)"vv(z2 Lu+1)=Jo(2)
5 LY = J,(2).

14
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Pero el caso particular que es de nuestro mayor interés es el que involucra a la funcion
z2
f(z) = e~ 1, que es parte del nicleo de la ecuacion del calor.
Si tomamos o = —% y B = %, aplicando la Propiedad (2-iii) y el Corolario 2,
11 - —z)k - —z)k
W <_z’_2’2> ~ Ly : 1211 I :Zk'F 1( Zl)k; I
SR (—3k+3) R (- (3k+3))
_ i (=2)*T (3k + %) sen (7 (3k + 3) i 2)FT (5 + 1) cos (n(£)
k! k! ’
k=0 k=0
Siendo cos(m(£)) =0 si k=2n+1 y cos(m(£)) = (—1)" si k = 2n ,resulta
2
11 - np )" 2yng=2n o
w(—sgy) -3 CIE R SR
272 vt 7(2n) wn! \/77'
Luego,
11 1 _22
W(—z, — e T. (1.5)

23 = R

Observacion 6. Utilizando la Propiedad (2-iii), tenemos otra representacion:

Sk

ii 2"T(1 — ak — B)senw(ak + ﬁ)

W(Z7a718) = kZ:O k"F(OAk‘—}—B) = k!

k=0

1.2.2 Integrales y derivadas fraccionarias de Riemann—Liouville

La derivada de Riemann-Liouville aparece como el resultado de unificar nociones de integracion

y derivacion de orden entero. Sea f € L'[a,b], luego

_ /:f(f)dT

existe, es finita y tiende a 0 cuando t — a.

Podemos considerar la integral doble

:/atdn /:f(ndfz/atf(ﬂdf/:dﬁ:/at(t—f)f(T)dT

Integrando nuevamente se obtiene:

_ /at dn /aﬁ dr /am F(rs)drs = /: in /aﬁ (1 — 1) (r)dr = ;Lt(t—7)2f(7)d7.
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Es facil probar por induccién que para el caso general tenemos la formula de Cauchy

(uI"F)(t) = P(ln) / (t— )" f(r)dr. (1.6)

Supongamos ahora que n es un natural fijo, K > n y queremos hallar la derivada (k — n)—ésima

de la funcion f(t). Podriamos pensar que derivar (kK — n) veces es equivalente a integrar primero

n veces y luego derivar k veces, vale decir:

(k—n) _ nk n _L k ! _Tn—l dr
P < DI )O) = D [ (=

Esto nos induce a presentar las siguientes definiciones.

Definiciéon 6. Sea [a,b] CR, a € R tal quen —1 < a <n. Sea f € L'[a,b]. La integral

JIOf () = F(la) / (t— ) f(r)dr

se denomina integral fraccionaria de Riemann—Liouville de orden «.

Si a =0, definimos I°f(t) = f(t), el operador identidad.

Observacion 7. La definicion anterior es una buena definicion ya que este operador se puede

ver como la convolucion de las siguientes funciones:

ta—l . .

Ty s10<t<b—a _ flt) sia<t<b
x(t) = 7@ y flt)=

0 st no. 0 st no.

y podemos usar un resultado cldsico de la teoria de integracion de Lebesque ( ver [6] pdg. 66), que

nos asequra que la convolucion de dos funciones en L' es una funcién de L.

Proposicion 3. El conjunto de operadores {,I*: L'[a,b] — L*[a,b]; « >0} junto con la

operacion composicion forman un semigrupo donde el operador oI° es el elemento neutro.

Proposiciéon 4. Sea f € L'[a,b]. Entonces
oléi{% JdVf(t) = f(t) ct.p en]a,b].

Demostracion. Ver Teorema 2.7 en [46].

16
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Definicion 7. Notaremos con AC™[a,b] al conjunto de funciones derivables con derivada continua
hasta el orden (n — 1), tal que la derivada (n — 1) es absolutamente continua, esto es, funciones

fe C(”_l)[a, b] para las cuales existe c.t.p. una funcion g € L'[a,b] tal que

FD(z) = FD(g) + /x g(t)dt.

Claramente, f"=V es derivable c.t.p. y notaremos g(t) = f((t).

Proposicion 5. El espacio de funciones AC"[a,b] estd constituido sdlo por funciones f(t) que

pueden ser representadas de la siguiente manera

t n—1 n—1
£t = —— / (t =) p(r)dr + 3 et — )t = oIt + > cx(t—a)t. (L)
(n =11 J k=0 k=0

donde ©(-) € L'(a,b), ci constantes arbitrarias.

Demostracion. Sea f € AC™[a,b]. Por definicion, f € C"~Y(a,b) y existe una funcion integrable

a la que llamaremos f( tal que

Fed@ et [ 1@

En particular,

FOD@) = fla) + oI (). (1.8)
Integrando n — 1 veces (1.8) entre a y t,
nl (k)
f(t) = f’“k'(a) (t —a)* + I (1). (1.9)
k=0 '

Finalmente, reemplazando la formula de Cauchy (1.6) en (1.9), resulta que

n—1 t
f t—a k—i-ll)'/a (t — )" L) ()dr. (1.10)

k=0 (n -

La reciproca es trivial derivando (n — 1)-veces y utilizando la Definicion 7.

Observacion 8. Segin la Definicion 7 y la caracterizacion dada en la Proposicion b,

si f € AC"[a,b] entonces

f(k o)
F6) = oI (1 Z . (1.11)

17
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Definicién 8. Sea o € R tal que n — 1 < a < n. Sea f € AC"[a,b]. Llamaremos derivada de

Riemann-Liouville de orden o« a

BEDf(0) = (DR ) () = g g [ =7 e

Si o = 0, definimos BEDOf(t) = f(t), el operador identidad.

Observacion 9. Contrariamente al caso entero, la derivada fraccionaria de Riemann—Liouville
es un operador no local, quedando definido por medio de una integral que depende de los valores

que la funcion asuma en todo el intervalo de integracion.

Ejemplo 1. Integracion y derivacion fraccionaria de la funcion (t — a)P.
Sea B > —1. Teniendo en cuenta la Proposicion 1, resulta

/t(t — e — a)far = BEEUN@ ass

Fr+1+«w)
Luego,
I , rB+1)
Jt—a)?) = — [ t—7)" 1 —a)ldr = =———_(t —a)’T
(=) = g [ == ar = - a)
De este resultado se desprende que, si (n—1) <a<n,ypf=a—jparaj=1,..,n,
_.d” _ " d" Na—j+1) TN
RL nao « n—o « a—j+n—«
DYt —a)* = —— (" ((t—a)* ) = — t—a)*d
B - T = G- ) = | ) )

_d" [ T(a—j+1) —itn| _
_W[F(—j—i—n—i—l)(t_a) +}_0'

SipFa—j,j=1..,n,

n n —a B—a
aRLDa(t_a)ﬁ d (aIn_a<f(t)) d [F( F(/B + 1) (t _ a)ﬁ+n—o¢] _ F(/B + 1)(t ) )

T ~dn f+n—a+1) rg—a+1)
Luego
BEY Ca) I (t—a)’ sifAta—j,j=1
— ]7] - 7"'7”
fLDa(t . a),B _ I(B—a+1)
0 sif=a—7j,j=1,..,n.
Podemos decir entonces que las funciones (t — a)®7, j = 1,2,..,n cumplen el rol que las

constantes desarrollan en la derivacion entera, para el operador derivada fraccionaria de Riemann-
Liouville de orden o.

Mads atn, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una constante no es cero. En efecto:

BDR(C) = CID) = C IR (= a)) = p R = S

18
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Proposicion 6. El operador Derivada fraccionaria de Riemann—Liouville es lineal

ol DY) + pg(t)) = XD f(t) + g "D (1)

Teorema 1. Sea o > 0 y f € AC"[a,b]. Entonces BLDf egiste para casi todo punto y puede

represntarse de la siguiente manera

1), t ),
fLDaf(t):kZ:F(f ( ) (t_a)k—a+ 1 a)/a ( f ( ) dr

1+ k—a) I'(n—

Demostracion. Sea f € AC™[a,b]. Por Observacion 8,

n—1
= D", I" [aln—cx f(n) (t)] + Z f(k) (a) F(k + 1)

k=0

f®(a) T(k+1)
kK Tk+1-a)

n—1
= L")+ )] (t - a)t—
k=0

- 1 b SO (a)
- T(n—a) /a (t— T)a—n“dT . Z m(t —a

k=0

t — T)oa—n+1 :

BTl a)*™*

)k—a.

(1.12)

(1.13)

Como f™ € L'(a,b) y n — a > 0, la Observacion 7 nos asegura que oI~ f(")(t) existe c.t.p, y

con esto resulta la tesis.

Observacion 10. La caracterizacion (1.12) permite apreciar con claridad que este tipo de derivada

presenta singularidades de orden o — k para k =0,...,.n — 1.

Observacion 11. Cuando « es natural, la derivada fraccionaria de Riemann—Liouville coincide

con la deriwada entera usual ya que

(FED"f) (1) = [D" oI f] (8) = [D" I°F] (8) = F™) (1),
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Proposicion 7. El operador derivacién fraccionaria de Riemann—Liouville es un inverso a izquierda
del operador integraciéon fraccionaria de Riemann-Liouville de mismo orden «. FEsto es,
si f € L'[a,b], entonces

RLD I°f(t) = f(t) ct.p.

Demostracién. Sea f € L'la,b]. Dado o > 0 tal que (n — 1) < o < n. Debido al Teorema

Fundamental del Calculo resulta que
DIM(f) = f.

Luego, aplicando la Proposiciéon 3 resulta

LD I f(t) = D(uI" (I £(£) = D"(I"f(1)) = () ctp.

Proposiciéon 8. Si BEDYf ¢ Ll[a,b], entonces

5 (t—a)” _ (t-a)"
a(RL no _ o RL nyoa—j a —a B —a n—a a+ '
TGP = 0 = DN ey Ta =gl )

<.
Il

En particular, s1 0 < o < 1,

oI f(a®)

DN = 10~ B e

Observacion 12. De la proposicion anterior se desprende que el operador integral de Riemann—
Liouwille en general, no es el inverso a izquierda del operador derivada fraccionaria de Riemann—

Liouville.

Proposicion 9. Seann —1 < a<n, m—1< 8 <m. Entonces:

1. SikeNyfeACHa,b] entonces fx (D f () = FFD (1),

2. SikeNyfe AC”“‘k[a, b] entonces fLDO‘ (C‘%f(t)) = fLDO‘JF"“f(t)—Zf;é %

3. Si f € AC™[a,b] y ,DPf € AC™[a,b] entonces

RLDe (REDOf (1)) = REDHOf(t) — Y7 (REDPI £ (a+) Sty

Observacion 13. Intercambiando los roles de o y B en la Proposicion anterior, tenemos:

n . _ o) B
RLDP (REpef(t)) = BED+Pf(r) - S (FEpeiy )(“”F(El)ﬁj)'

J=1
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Con esto podemos concluir que, en general, los operadores derivada fraccionaria de Riemann—

Liouville de distintos 6rdenes (el caso o = 3 ya lo analizamos) no conmutan.

Si f(j)(a) =0, Vk=0,1,2,....,n — 1, entonces el operador derivada fraccionaria de Riemann—

. . mn
Liouville conmuta con el operador jt—n.

O bien, si resulta que:

RLDa=ifla+)=0, Vji=1,...m
RLDB=ifla+)=0, Vj=1,..,n

podemos asegurar que FEDY(ELDBf(t)) = ELDB(RLDa f(1)) = BLDatB £ (1),

Ejemplo 2. Consideremos la funcion f(z) = z~'/2 y sean oy = ap = 3.
Por lo visto en el Ejemplo 1, resulta que
0D f(x) = §F D f(x) =
mientras que,
1
o DMt f(z) = §ED () = (@) = — 55
23/2

Hasta aqui, el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se comporta de una forma
“aceptable”. Sin embargo, no todas las propiedades de la derivada tal cual la conocemos tienen

una propiedad anéloga correspondiente al operador fraccionario.

Veremos a continuacién cémo la regla del producto y la regla de la cadena no son sencillas de

aplicar cuando trabajamos con derivada fraccionaria de Riemann—Liouville.

Teorema 2. Las siguientes formulas son vdlidas

1. Foérmula de Leibnitz para la derivada entera de orden n. Si f, g € C"[a,b|, entonces

n

D'ifal= Y- (1) 00 g)

§=0
2. Formula de Leibnitz para el operador de Riemann—Liouvillle de orden «. Sea
a>0,n—1<a<n,ysupongamos que f y g son dos funciones analiticas en un entorno del

punto a. Entonces

n—1

D% f.g)( Z<>D”f (2)i (D" g)( +Z<)D”f ) (@)

Jj=0
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Se puede ver la demostracion de este teorema en [11].

Con respecto a la regla de la cadena, presentamos el siguiente teorema.

Teorema 3. Las siguientes formulas son vdlidas

1. Férmula de Fad di Bruno. Si f y g € C"[a,b], entonces

D"[f(g(:N(@) = Y (D" f)(g(x) H(D]

donde la suma se realiza sobre todas las particiones de {1,2,...,n} y, para cada particion, k es el
niimero de bloques y b; es el niimero de bloques con exactamente j elementos.
2. Formula de Fad di Bruno para el operador de Riemann—Liouvillle de orden o.

Sea a>0,n—1< a<n, ysupongamos que f y g verifican todas las condiciones de derivabilidad

ay

que sean necesarias. Entonces

SO = () e “"”_‘jﬂi Wy Y I (24

k=0 =1 {al,ag, ,ak}EAsz 1

(r—a)™®

+mf(9($))-

donde {ay,as, ...,ar} € Ay, significa que

k k

ai,...,ar € Ny, Zrar:k Y ZaT:l.

r=1 r=1
Una prueba del item 1. puede encontrarse en [27], y una prueba del item 2. puede encontrarse en

39].

Teorema 4. Sea a > 0, n—1 < a < n. Si f € C"a,b], entonces valen los siguientes limites
puntualmente en (a,b]:
1. lim ELpeft) = (1)

a,/'n

2. lm JEDUf() = fO ).

Demostracion. 1. Sea t > a. Reemplazando con la igualdad (1.12) donde ahora £ es la
derivada n—ésima ya que f € C"[a,b], utilizando las Proposiciones 3, 4 y 6, y teniendo en cuenta

queh}n ()—OVZ € Zy,
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n—1 (k)
lim fEDOf(t) = lim | Ff(“)(t —a)fe 4 ) ) (g

a,/'n a,/'n o (1+k:—a)
n—1 1
— (k) m - (t—a) x5 (n—a) £(n) () = £(n)
%f@%mHhmﬁw + lim IOV = £,

2. Como en el item anterior, teniendo en cuenta ahora que, si & \(n —1 entonces a+1—n 0,

yaqueI'(n —a) =1, sia\yn—1,

lim FEDYf(t) = lim 712—:1 M(t —a)mo 4 1) p() ()
a\n—1°9 aN\n—1 = F(l + k- Oé) “
n—1 1
= (k) i _ \k—a ; (n—a—1) 71 £(n)
Pt o) a{{?}fl F1+k—a) (t=a)""+ agﬁl o L)

= £ V@) + 1O @) = ).

1.2.3 Derivada Fraccionaria de Caputo

La definicion de derivada de Riemann—Liouville tuvo un papel muy importante en el desarrollo
de la teoria del célculo fraccionario y de sus aplicaciones puramente mateméaticas (solucion de
ecuaciones diferenciales de orden entero, definiciéon de nuevas clases de funciones, suma de se-
ries, etc.). Sin embargo, para los problemas que surgieron en aplicaciones modernas y en los
que se disponia de condiciones iniciales fisicas concretas, se prefiri6 otra definicién de derivada
fraccionaria, también introducida por Liouville pero utilizada por primera vez por Caputo [8].
Esta definicion tiene la ventaja de requerir Gnicamente el conocimiento de los valores iniciales de
la funcién y de sus derivadas de orden entero si es aplicada en conjuncién con el método de la

Transformada de Laplace.

Definicion 9. Sean o« > 0, n € N tal que n — 1 < a < n y
f e Wn(a,b) = {f € C"(a,b]| f™ € L'[a,b]}. Definimos la derivada fraccionaria de Caputo

de orden o como

e [ =)o ) (Ydr, n—1<a<n
aCDaf(t) _ I'(n—a) Ja

ARIGH a=n.
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Observacion 14. Claramente se desprende de esta definicion que la derivada fraccionaria de

Caputo es la intgral fraccionaria de orden n — o de la funcion f (1),
SDYf(t) = WIS (1).

Nota 2. Reconsiderando la igualdad (1.12)

n—1

RL o k—a 1 t f(n)(T)
ber®) Z;)F1+k—a(t_a) +F(n—a)/a (t—T)a*”HdT

podemos wver la relacion que hay entre la derivada fraccionaria de Riemann—Liouwville y la de

Caputo:

n—1 )

RL (o k—a C Nna
DA f(t) kz_o 1+k_a)(t—a) + ODf(t). (1.14)

Mads ain, podemos decir que la derivada fraccionaria de Caputo es una derivada de Riemann—

Liouwville a la que le han quitado sus singularidades.

Proposicion 10. Sean o >0 yn € N tal que =1 < a <n. Sea f € W"(a,b). Entonces
lim $Df(t) = f(1).
a,/'n

Demostracion. Basta aplicar la Proposicién 4. "

Observacion 15. Contrariamente a lo que ocurria con la derivada fraccionaria de Riemann—

Liouwille, la deriwada fraccionaria de Caputo de una constante es cero.
C
+D¥(K) = 0.
Proposicion 11. El operador Derivada fraccionaria de Caputo es lineal
S DU(Af(8) + ug(t)) = AT Df(t) + p g D(1)
a a a
Ejemplo 3. Derivada de Caputo de la funcion (t — a)?:
Sea o> 0 tal quen —1 <a<n. Sea 5 >n—1.

Observemos que, si § =74, j=0,...,n—1,

. dm .
C na n—a
Dt —a)! = I “(t—a)Y ) =0.
Dt —a) (Gte—ar) =0
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Ahora bien, sea B # 5, j=0,...n—1, > 0.

mn

Dt a)f = oI a)) = oI (BB 1) (84 1)t~ a)P )

= J <m(t - a)ﬁn> :

Y teniendo en cuenta que

(= 0) = g [ (=1 = P = - 0
resulta
e _ F(,B + 1) F(B —n+ 1) —n4+n—a __ F(ﬁ + 1) —«
DMt =) = F(B—n+1)F(n—oz+ﬁ—n+1)(t_a)ﬂ = F(B—oz—kl)(t_a)ﬁ ‘

(1.15)
Podemos decir entonces que las funciones (t —a)’, j = 0,1,...n — 1 cumplen el rol que las
constantes desarrollan en la derivacidn entera, para el operador derivada fraccionaria de Caputo
de orden .
Ademds, comparando con los resultados obtenidos en el Ejemplo 1, resulta que las derivadas de
Riemann—Liouville y la de Caputo coinciden para 5 >0 y o > [, y esto acuerda con la igualdad

(1.14) ya que %(t—a)ﬁ =0 paraj=0,..,n—1.
a

La siguiente proposicion muestra que la funciéon de Mittag—Leffler es la “exponencial” de la derivada

fracccionaria de Caputo.
Proposicién 12. $D*E, 1(A(t — a)®) = AE,1 (Mt —a)®), a>0, AeR.

Demostracion. Sea o > 0 y A € R. Como vimos en la Definiciéon 4 la funcion de Mittag—LefHer

estd dada por la siguiente serie

oy - (A(t_a)a)k
Ea,l(x(t—a))_kzzow a>0,\eR.

Esta serie converge uniformemente sobre conjuntos compactos, luego es licito derivar e integrar
término a término.

Haciendo la sustitucion 7 = (¢ 4+ a)s + a y aplicando finalmente la Proposicion 1, resulta

t T—a ak
aCDaEa.IO‘(t_a)a)—F(nl_a)/(t n a— 1d <Z k ak-_|_ >d7‘

ixk (ak(ak —1)...(ak —n+1))
TL—O(

t
Tlah + 1) /a (t— T)”_a_l(T - a)ak_”dT =

k=1
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_ 1 i )‘k /m(t—i— )ock—a l—a el ak—nd
_F(n—a)kzlf(ak—n+1) 0 “ tta § §

00 ak—o
Z (t—i—a)o‘k*ar(ak_’_l n)l'(n — «) <t a>
(n—a kZlPak—n—Fl) ok —a+1) t+a
- >‘k ak: « k - k+1 t_a ok
_QF(ak—a—l—l) Z Z T(ak +1)

Veamos otra diferencia entre la derivada fraccionaria de Caputo y la derivada fraccionaria de

Riemann-Liouville:

Proposicién 13.

CDHNED™F(t) = DM f(t) m=0,1,2,...; n—1l<a<n

(mientras que en el caso de la deriwada fraccionaria de Riemann-Liouville teniamos

dn (0% — a-Tn
(D F(0) = WD) )

Mads ain

DD () = D™D f(t) = DT f(t)
sifUa)=0, j=nn+1,.m, m=01,2..; n—1l<a<n

mientras  que  en a erivada raccionaria e iemann—Liouville  teniamos
[ d d fi d R L I

dr d" ,

S (WD) = WD (G (1) 5i fO (@) =0, VE=0,1,2,.,n—1)
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Capitulo 2

La Ecuacion de Difusién Fraccionaria.
Problemas de valores iniciales y de

contorno en el primer cuadrante

2.1 La Ecuacion de Difusion Fraccionaria

2.1.1 Deduccion de la Ecuacion del Calor

La ecuacién unidimensional del calor, estudiada inicialmente por Fourier en los comienzos del
siglo XIX, se ha convertido a lo largo de los afios en el paradigma para el estudio de las ecuaciones

en derivadas parciales de tipo parabélico.

Veamos a continuacion como a partir de consideraciones fisicas relacionadas a la teoria de conduc-
cion del calor nos permiten plantear una ecuaciéon que describird la evolucién de la temperatura

en el tiempo, cuya solucion es una distribucion de temperatura. (Véase |7, 47, 56])

Definiciéon 10. Una unidad de calor es la cantidad necesaria para alcanzar en una unidad de

agua, una unidad de temperatura.

Por ejemplo, una caloria es la cantidad necesarria de calor para alcanzar en un gramo de agua, un
grado centigrado. Un BTU (British Termal Unit) es la cantidad necesaria para alcanzar en una

libra de agua, un grado Fahrenheit. Esta unidad es mucho méas grande, de hecho, 1 BT U= 252
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cal, aproximadamente.

Esta definicion supone que la cantidad necesaria de calor para alcanzar la temperatura deseada es
independiente de la temperatura inicial. Para poder realizar un modelo, haremos més supuestos.

Veamos a continuaciéon dos postulados acerca de la naturaleza del calor.

Postulado A (Absorcion) La cantidad de calor necesaria para elevar la temperatura de un objeto

de masa m en una cantidad Awu es proporcional a la masa y a la variacion de la temperatura
cmAu. (2.1)

Aqui c es la constante de proporcionalidad y suponemos que varia segin varie el material.

Definiciéon 11. Llamaremos a la constante ¢ dada en (2.1), calor especifico del material.

Por ejemplo, ¢ = 1 para el agua, ¢ = 0.03 para el plomo y ¢ = 0.06 para la plata, aproximadamete.

Postulado B (Conduccion) Consideremos una barra recta de material homogéneo, extremos
aislados, longitud Az y cuyas secciones transversales son constantes de area A. La cantidad de
calor que fluye a través de un area por unidad de tiempo es proporcional a la tasa de cambio de
la temperatura respecto de la distancia perpendicular al area, al adrea y a la longitud de tiempo

durante la cual ocurre el flujo.

AQ = 1A AL .
Q=—IAT At (2.2)

T x/}/Aac

El flujo se toma en la direccion creciente de 2 cuando Au/Az < 0y en direccion opuesta cuando

Au y Az son positivos.
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Definicién 12. La constante de proporcionalidad en (2.2) 1, se denomina conductividad térmica

del material.

En particular si el gradiente de temperatura % es de 1 centigrado por centimetro, entonces [ es

el nimero de calorfas del flujo de calor a través de lem? de seccion transversal en 1seg.

Para el agua [ = 0.0014, para el plomo 0.083 y plata | = 1.006, aproximadamente.

Observacion 16. El Postulado B se conoce también como la Ley de Fourier, que establece que el
flujo de transferencia de calor por conduccion en un medio isétropo' es proporcional y de sentido

contrario al gradiente de temperatura en esa direccion.
q=—kVu. (2.3)

En efecto, si tomamos limite cuando los incrementos de las variables tienden a cero en la ecuacion

(2.2), resulta
0Q B ou
Bt (x,t) = —lAa

X

(2, 1).
Poniendo %—? = q (q es el flujo de transferencia del calor) y k = lA, obtenemos la ecuacion (2.3).

De acuerdo con la ecuacion (2.2), podemos decir que la cantidad de calor que fluye de izquierda
a derecha a través del plano B es
Au

—lAAE =
l tA$

T

De manera similar, la cantidad de flujo que fluye de izquierda a derecha a través del plano C es

Au
_IAAE =2
l tAx

T+Azx

La cantidad neta de calor que se acumula en el cuerpo entre los planos B y C es la cantidad que
entra por B menos la cantidad que sale por C
Au

—[AAtL Ar

Au
+ [AAL Az

— IAAL [A“ Au

Ax Az

|

Esta cantidad de calor acumulado eleva o baja la temperatura del material, luego aplicando el

T r+Ax r+Ax

postulado A tenemos que

!Es aquel medio en el cual las propiedades fisicas no dependen de la direccion en la que son examinadas.
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Au Au
AAL | — - —
tAAt [Am Az

puesto que la masa de un cuerpo se calcula como volumen por densidad (p).

} = mcAu = pAAxcAu (2.4)

z+Azx T

Dividiendo ambos lados de (2.4) por A, Ax , Aty haciendo que Az y At tiendan a cero, obtenemos

2
la—u(x,t) = pcgu(a:,t)

Ox? ot
y poniendo a = plc,
0? 0
a@u(:c,t) = au(m,t). (2.5)

Llamaremos a a difusividad del material.

2.1.2 La ecuacion de Difusion Fraccionaria

Retomemos la Ley de Fourier (2.3). Debido al caracter local de esta propiedad, la vamos a notar
con el supraindice [,

¢ (x,t) = —k%u(w,t). (2.6)

Podemos escribir a la ecuacién del calor en términos del flujo de la siguiente manera:

a— | ——q¢(z,t) | = —(x,t 2.7
5 (i) = G 2.7
Siguiendo el planteo propuesto en [16], en vez de considerar el flujo instantaneo q¢', vamos a
considerar la siguiente expresién

0 o 1 ¢
t_ Y gqa l _ Y - o \a—11
4 ot ol"q ot '(«) /0 U 28)

donde oI® es el operador integral de Riemann—Liouville.
Fisicamente podriamos pensar que estamos estableciendo un nuevo flujo que estd dado en funcién
de una derivada en el tiempo de una suma ponderada de flujos locales retrocediendo en el tiempo.

Reemplazando (2.8) en (2.7), resulta

a5 <_k8t 0[“q’(x,t)> = (?)t(a:,t) (2.9)

Vamos a buscar una forma equivalente para (2.9), suponiendo que es posible intercambiar el
orden de derivacion y teniendo en cuenta que el flujo local en el instante t = 0 es nulo, esto es

¢ (x,0) = 0.
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Integrando (2.9) entre 0 y ¢,

a [88 oI <; ¢ (z, t)) - (,%OI”‘ <; ¢z, O)H — u(a,t) — u(z,0)

faaﬁ oI <;ql(x,t)) — u(z, t) — u(z,0).

Con el objetivo de despejar ¢!, aplicamos derivada de Caputo 0 ¢ D$ a ambos miembros. Observe-

mos que estamos derivando en funciéon del tiempo y, recordando que § D (K) = 0, resulta

a§ DT <c‘)xk;ql(x’t)> = D%u(x,t).

Ahora bien, como hemos considerado ¢'(z,0) = 0 y « € (0, 1), resulta que el el operador derivada

de Caputo coincide con el de Riemann—Liouville y podemos aplicar la Proposicién 7 que nos

asegura que nga es inverso a izquierda del operador integral oI, luego

01
a <_6k (m,t)) = D%u(z,t) (2.10)
y reemplazando nuevamente (2.6) en (2.10), obtenemos la Ecuacion de Difusion Fraccionaria
(EDF)

2
a% (z,t) = §Dfu(x,t). (2.11)

2.2 Algunos resultados relativos a la funcién de Wright

Como vimos en la Definicion 5, la funciéon de Wright estd dada por la siguiente serie

k

W(z,a, ) =

—_ -1 . 2.12
kz_oklf(ak‘—I—B) z€C,a>—-1,8€C (2.12)

Es sencillo ver que esta funcién es una funcién entera si a > 0, pero E. M. Wright probd que la

funcion es entera atn cuando a > —1 ([58]).

Esta serie converge uniformemente sobre conjuntos compactos, luego podemos calcular su derivada

derivando término a término,

d 00 n—l o (Z)n
%W(Z,Oaﬁ Zdzn'F (an + B) ; n—l'T (an + ) Z%nlf(a(n%—l)—i—ﬁ)
_ (z)"
Z nll (an + (o + B)) "W eard) 1)
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Definicion 13. Llamaremos funciéon de Mainardi al siguiente caso particular de la funcion de
Wright:
.- (—=2)"

My(2) = W(=z, -1 -v) = Z n!ll'(—vn+1—v)

n=

, 2z€C,0<v<l (2.14)

2.2.1 Comportamiento asintético

Teorema 5. Si —1 < p<0,y=—z, |largy| < min{%w(l +p), 7} —€, € >0, entonces
W(z,p,0)=I1(Y), Y — 0,

donde

M—-1
1Y) =Y Pe™ { > AmY "+ O(YM)} y Y =(149) ((—p) ")

m=0

Los coeficientes Ay, m = 0,1, ... estdn definidos mediante la expansion asintdtica

(18— pt) _ Mz‘l (—1)™ A
21(—p) =L+ p)IFAEDT(t +1) 2= T (1 +p)t + B+ 5 +m)

1
+0 ,
(r((1+p)t+,6+§+M))
vdlida para argt, arg(—pt) y arg(l — 5 — pt) entre —7 y 7, cuando t tiende a infinito.

Se puede ver la prueba de este teorema en [58], y serd de gran utilidad ya que nos permite enunciar
los siguientes corolarios, cuyos resultados seran utilizados en los préximos capitulos.

El siguiente corolario fue probado por Mainardi (|37]).

Corolario 3. La funcion de Mainardi presenta el siguiente comportamiento asintdtico en el in-

finito
Y o (v=1/2)/(1-v) _ 1/(1-v)
M, <1/> a(v)zx exp [ b(v)z } , (2.15)
1 1—-v
donde a(y) = m >0 ) b(l/) = y

Corolario 4.

lim W(—x,—%,l) -0 y lim W(—x,—g,l—i—g) —0.

T—r00

Corolario 5.

lim Ma/Z (.%') =0.

T—r00
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Corolario 6. Si 0 <a <1 yx € RT, existe R > 0 tal que,

o . 1
‘W <—x,—§,1 — a)‘ <P (b:vl‘?) exp{—b:vl‘f} Vo> R,

[0

donde P(x) es un polinomio de grado menor o igual que 1 y b= (1 — 5)( )ﬁ > 0.

®o|Q

Demostracion. Consideremos la funcién W (—:E, —-5,1— a). Es licito aplicar el Teorema 5. En

este caso tenemos

(-5 (97 T s () e

Luego

a1 M1 1 1
w (—:U, —%, 1-— a) = (bz" %) 2exp {—bxlg } { Z Ap(bz'=2)™" + 0O ((bxlg )_M> } .

Dado que = > 0,

W(—z,-5,1—a)
1 1
(br'=% )a=1/2exp {—bxlg } m=0

Pero esto significa que existe un R > 0 tal que

M-1 1
W - ’_2’1_ T -
. ( T 5 a) . _ Z Am(b$1 2) m
(bs'72)o"1/2exp —bxl_f} m=0
T <C, siz>R.
(bxt-2 )M

T <C siz>R,

o equivalentemente

(bxé)a_lﬂ —OMbrTE) T 4 Ay < Wlz,—5,1-0) — a—1/2 T
0] = T < (bx'72) Clbx'~2) "+ Ap | .

Luego

(0%

1 1 1
‘W (—x, 5 1-— a)‘ < (bz'-%)2"1/2 (C(bxl‘% )+ |A0\> exp {—bxl‘% } , siz>R.




Cap. 2 Secc. 2.2

1 1
Si 0 < a < 3, entonces (bz'"%)* /2 < (bR™%)*"Y2 para todo 2 > R. Si a = 3,

1
(br'~%)*~1/2 = 1. Y por altimo, si 3 < a < 1, tomando R suficientemente grande de
1 1 1
manera que br'~% > 1, sigue que (bxl‘%)o‘_l/2 < (bx'" %) cualquiera sea * > R. Luego,
existen dos constantes By y B1 que dependen de « tales que
1

_1 1
(bz™=%)*"Y2 < By + B (bz'" 7).

Por dltimo,

_1_ 1 _1_
(bz'-%)2"1/2 <C(bx1—%)—1 - |A0|) < <Bo+Bl(bx1—%)> (C(bxl‘%)_l + yA0|> =

1 1 - 1 1
=P ((bxlg )_1> + Py (bxl'%) <C+ P (bx13> =P (bx1%> , (2.17)

donde P es un polinomio de grado menor o igual que 1.

De (2.16) y (2.17) resulta la tesis

1 1
’W(—x,—%,l—a)’ <P(bx1‘3>exp{—bx1‘%} , sixz>R.

Corolario 7. Si0<a <1 yx € RY | eriste R > 0 tal que,

[e3

’W (—x,—%,l)‘ <Kexp{-br}, Vo>R donde b=(1- %) (%)ﬂ .

2.2.2 Acotaciones y convergencia

Lema 1. Si 0 < a <1, M, /s(x) es una funcion positiva y estrictamente decreciente en RT.

Demostracion. Sea My o(r) =W (—z,-%,1-9), z e RT.

Por Teorema 8 (pag. 122) en [48] sabemos que
2’ W (~277,—0,8) >0, si 2>0,>0,0<0<1

Luego,
W (=277, -0,8) >0, si z2>0,>0,0<0<1 (2.18)

En nuestro caso,
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c=%¢€(0,1), f=1-5>0,yg(xr)=2"7 es una funcién inyectiva en RT, luego

Mqj2(x) >0 siz>0.

x%oo

Por otro lado, M, /5(0) = = 7> 0 ,lim Myp(z)=0 vy
(/\/la/g(x)), =-W (—:c, —%, 1-— oz) < 0 pues es licito aplicar (2.18) nuevamente.
De aqui resulta que M, /, es decreciente, como querfamos ver. "

Corolario 8. Siz >0, M,(v) < F(ll_g
2

~—]

Demostracion. Basta observar que MQ/Q(O) = ﬁ y aplicamos el Lema 1. =
2

Corolario 9. Si 0 <a <1, W (—x, -5, 1) es una funcidn positiva y estrictamente decreciente
en R™ tal que 0 < W (—:c, -5, 1) <1,VzeR{.
Demostracion. Aplicando (2.13) y Lema 1 resulta
«Q / « «Q
(W (—:1:,—5, 1)) — W (—x, —2:1- 5) — M (z) <0 Va>0.

Luego W( x, -5, ) es estrictamente decreciente en RT. Aplicando Corolario 4 y siendo

w (0, ,1) =1, resulta que
- +
0<W(—x,—§,1> <1,VzeRy.

Un caso particular muy interesante de la funciéon de Wright es el siguiente. Teniendo en cuenta

el Corolario 4, la ecuacion (1.5) y la Definicion (1.4),

(b n(e) o) - LE )
e oo e i
== / erfc(m).

Luego,

W <$ f%, 1) — erfe (g) (2.19)
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1-W <—x, —%, 1) = erf (g) . (2.20)

Esto nos lleva a enunciar el siguiente Lema.

Lema 2. Siz € ]RO yac(0,1) entonces valen los siguientes limites:
1. i%Ma/z (x) = Myja(x) = € T-

Nz
2. il/ml 1-W(—z,—-5,1)] =erf(5).

Lk
Demostracion. 1. Recordemos que My o(z) =W (—=2,5,1—-%) = 2 k;!F(—ék‘Z—i)— =3y Sin

pérdida de generalidad, supondremos que a > % Separaremos esta serie en términos pares e

impares y veremos que cada una estd acotada por una serie convergente que no depende de a.

Para los términos pares,

i 2k i 2|2 _ i 2|2 |
£ (20)I0(=52k+1—5)| ~ & (2k)! 0‘2l<:+1—7)] = (2k)!|D(1 - a(k + 3))]
Observemos que:
(2k)! = (2k)...(k+ DI'(k + 1). (2.21)

La funcion Gamma es creciente en (%, +00) y % < a <1, luegosi k > 3,

L 1
P(k+1) " T'(a(k+3))

De (2.21), (2.22) y aplicando la identidad F(x)Fl(l—a:) = SinST”), valida para todo x € R,

1
0<T <a <k + 2)) <TI'(k+1) vy porlo tanto (2.22)

|Z’2k |Z|2k

(2k)...(k + DI'(k+ 1) |T(1 — a(k + 1))| = (2k)...(k + 1) [T(a(k + )T (1 — ok + 1))

VEk>3.

|z|%F sin(ra(k + 1)) ‘ < |2|2F k!
(2k)...(k+ 1) 7(2k)!

Y por lo tanto,

[e’e) Z2k 2 2k |Z|2kkl
2.2
g{)(%)!F(—%%H— z% 2k)\T(—92k +1— 9) +Z (2.23)

que es una serie absolutamente convergente en C.

Con respecto a los términos impares, razonando en la misma forma, ahora con k > 2,

z2k+l

kzzggm (—92(k+1)+1—9)

|Z’2k+1

SkZ:Q(%Jrl)!\F(—g (k+1)+1-9)
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‘2k+1 |2k+1

|z

o0 |Z
2k + DT —alk+1)) kzzz 2%k +1)...(k + )Lk + 1) [T(1 — a(k + 1))

MM8

‘z|2k+1

& 0 |2k+1
<
—kz:: 2%k +1)...(k + DT(a(k + 1)) |T(1 — a(k +1))] 22 2k+1 (k4 )

o0 ’z‘2k+1k|
2.24
z_: 2k + 1)'n ( )

que es una serie absolutamente convergente en C.

De (2.23), (2.24) y teniendo en cuenta la igualdad (1.5),

0 Z2k o 2k+1
1 I I
Y Maa(2) = Oal/‘nll (2k)T(—%2k +1— %) + " (2k+1)'F(1—a(k+1))
- j D 0= *%.
Z (2k) 'F k:+ kzo

Mas aun, la convergencia es uniforme sobre compactos respecto de la variable z.

. Aplicando (2.13) y el apartado 1 de este Lema,
« T 1 t2
lim (1 — -, —— = li = li —e  adt
al/lnl[ W( T, =5 )} O[1/1111 /\/la/z( )dt /0 alm Mo (t)dt /0 ﬁe 1

:\37?/033 2ef"“zdu:erf <g>

2.3 El Problema de Valores Iniciales y de Contorno en el Primer

Cuadrante para la Ecuacién de Difusiéon Fraccionaria

2.3.1 El Problema de Valores Iniciales y de Contorno para la Ecuacién de

Difusion Fraccionaria en el Primer Cuadrante con condiciéon de Dirichlet

En adelante, llamaremos D al operador derivada fraccionaria de Caputo de extremo a = 0, OCD?

respecto de la variable temporal. Consideremos el siguiente problema

2

D%(a:,t):)??j(x,t), 0<zx<o00,0<t<T,0<a<]l,

X

c(z,0) = f(x), 0<z< o0, (2.25)
c(0,t) = g(t), 0<t<T,
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donde f es una funcion continua y acotada en ]Rar y g es una funcion continua en [0,7).
Observemos que, debido a la linealidad del operador Derivada de Caputo, es vélido el principio
de superposicion para la resolucion de este problema. Por lo tanto, resolver (2.25) es equivalente

a resolver los siguientes problemas auxiliares:

2
Dacl(x,t)—/\Qgcgl(x,t), 0<z<o0,0<t<T, 0<a<]l,

X
ci(z,0) = f(z), 0<z < oo, (2.26)
c1(0,t) =0, 0<t<T,

y
23262

DacQ(x,t):AW(m,t), O<xr<oo,0<t<T, 0<a<l,

A
c2(2,0) =0, 0< < oo, (2.27)
c2(0,t) = g(1), 0<t<T.

En [26], se resuelve el problema (2.26) sin dar condiciones sobre el dato inicial f, pero se puede
adaptar el andlisis exhaustivo hecho para el problema de Cauchy en [12] y asegurar que la siguiente

funcién

o) = [ g Mo (Gt ) = Mo (B )] 1000 229

es efectivamente una solucion de (2.26) si pedimos que el dato inicial f sea una funciéon continua

y acotada en RS’. En particular,

es una solucion del problema (2.26) cuando consideramos la condicién inicial identicamente

constante f(z) = fo.

Trabajemos un poco con la funcién (2.2

e (e, t) = 2/\t2 fo [ “/2<Iit2§‘) (A”)}fof
- G ()57 ot (1) s ()
3.1)

2 %
~ alow ()]

Por otro lado, aplicando la linealidad del operador derivada de Caputo, podemos concluir que

T «
CQO(IL‘,t) = 4go0 W (—W, —5, ].) (230)

+1* 0, ja )+W(70057%71)*W<*%7*%7
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es una solucion de la ecuacion de difusion fraccionaria.
Ma3s atn,
a ) x !
(0.0 =W (0.-5.1) =0y exn(e.0) = limaoW (55— 5.1) =0.
Luego, (2.30) es una solucién del problema (2.27) para la condicion de borde idénticamente
constante g(t) = go.

En general, podemos afirmar que

capla,t) = A+ (B— AW (A;j?—;%) (2.31)
es una solucién del problema
D“c(a:,t):)\Qgig(x,t) 0<z<o0,0<t<T, 0<a<l1
c(z,0)=A 0<z <o (2.32)
c(0,t) = B 0<t<T
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Ahora bien. Consideremos el problema

82
Dav(x,t):)\Qa—Z(a:,t) 0<r<o00,0<t<T,0<a<l1

X
v(z,0) =0 0<z< o0 (2.33)
v(0,t) =1 0<t<T

cuya solucion, segtn (2.31) esta dada por

—X (6

Observemos que podemos escribir a v de la siguiente manera:

—x «o to —x o t z T o
vt =W (w’v‘) - [ 5" (W—QJ) i = | Mo (5am) sramer s

t T T (67
= [ M —dr.
2o (=) sy

Consideremos las funciones

K(z,t) = Mgy (W Noziig Y Lio) (1) =

0 sino.

Podemos expresar a v como la siguiente convolucién en la variable ¢:

v(w,t) = K(x,t) * 1o 4.

Y esta nueva forma de expresar v nos induce a proponer a la siguiente funcion

¢ X x «
co(@,t) = K(w,t) % g(t)1p = /0 Moo <)\(t - T)a/2> N ) 5 9(T)dr. (2.35)

como solucion del problema (2.27).

Con el proposito de probar esta afirmacion, enunciamos el siguiente Lema.

Lema 3. Sea K(t — 7)f(7) una funcién que verifica las siguientes propiedades:

K(t—7)f(r) esT — integrable en [0,t], (2.36)
%K(f —7)f(1)| < g(r) € L0,1], (2.37)
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O ey (D)
877K(77 )(t—n)“

c LY(Q), donde Q= {(n,7) e R? : € (0,t),0 <1 <7} (2.38)

li}‘n K(n—1)f(r) =h(n) € L'(0,1). (2.39)
T/

Entonces

De < /O Kt f(T)dT> _ /0 (DK — 1)) () o T ((1)).

Demostracion. Debido a las hipotesis (2.37) y (2.39), podemos aplicar derivacion bajo el signo

integral cuando el pardmetro aparece en el extremo de integraciéon

Ci/o K(t—T)f(T)dT=/0 %K(t—T)f(T)dT—l—limK(t—r)f(T),

T,/

Reemplazando en la definicién de derivada fraccionaria,

¢ t O (M (p—7)f(r)dr
v </0 K(tT)f(T)dT> - 7 oude T iy
1

Il —a) Jo (t —mn)

¢ 1 9 |
- F(l—a)/o (t—n)e [ ; g K (1 =) ()dr + lim K(n —7)f(7) | dn. (2.40)

Es licito aplicar Fubini debido a la hipdtesis (2.38), lo que nos permite deducir que

tofr)  [tEEMn-T) i 1 tlim, ) K( — 7)f(7)
/om—a)/T @ +F(1—04)/0 C—ma "

Por otro lado,

1 t(,%K(n—T) _# tfrﬂ e .
r(l—a>/T (t—n)e d”‘m—a)/o (-7 —spats = DEE=T)
y
L flime Ko-nf(n) 1R,
F(1_0‘)/0 (t —n)~ = F(l—a)/o (t_n)adn =o I (n(t)) -
Luego,

D“ (/OtK(t - T)f(T)dT) = /Ot (DK (t — 7)) f(r)dr + o' (h(t)) .

Nuestro objetivo ahora es probar que el nicleo

axr

Marz ()\(t —i)a/?) 2A(t — T)a/2+19(7) (2.41)
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verifica las hipotesis del Lema 3.

e Hipotesis (2.36):

[ | : L9 = [ M) ot~ @) a
o [\ X =)oz ) N = r)ereri 29 =) e Y v
At
(2.42)
Sabemos que:
*° T 1
/ Y "My a(y)dy = % para todo a € (0,2), meN (ver [18]). (2.43)
0 T(gn+1)
La funciéon de Mainardi es positiva en R*( por Lema 1). (2.44)
Por hipétesis, g es una funcion acotada en [0, t], esto es
lg(T)| <M Y71el0,t]. (2.45)

Luego (2.42) es convergente y el nicleo (2.41) es 7 — integrable en [0, t].

e Hipotesis (2.37):

0 T oz
ot [M“” <A<t - ﬂa/?) I\ - r)&/?ﬂ]

- (‘A(t—)/ 51" ‘“) <2A<t—cf>a/2+1>2‘M‘”/2 <A<t —xf)a”) 2% Q—tﬁgi
(2.46)

Aplicando el Corolario 6, existe § > 0 tal que, para todo 7 € (t — d,t), resulta

< (awimms) (v {0 (sigm) Jlatnl 2

b > 0, ¢, d constantes.

Observemos que (2.47) es una funcion integrable. En efecto, haciendo la sustitucion

x

W =r (2.48)
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y teniendo en cuenta que
n!
exp{-z} < —, VneN, Vz>0, (2.49)
T

resulta que

[ (agmm) (eagagm) oo+ () Jlale

B 00 g E 2/(1( p ) ) 2/2—a ; i 2/a d
= i 2r . c+ rexp{—r }g _<)\7’) T
Aéa/2
00 0o d 142/
< M/ (¢ +dr)ri*2/@exp {—er/z_a} dr <M %n! dr. (2.50)
_z = 7 —
Asa/2 A6/2

Es sencillo ver que, para todo a € (0,1), existe n € N tal que (2.50) resulta convergente.
Por ejemplo, si &« = 1/4 basta tomar n = 10.

Luego, el primer término de la suma (2.46) esta acotado por una funcién integrable.

Consideremos ahora el segundo término de la suma (2.46). Haciendo nuevamente la susti-
tucion (2.48) y teniendo en cuenta que la funcién de Mainardi es positiva en R*, tenemos

que

[

x (/24 1)ax
Moz <A(t - T)“”) IN(t — 7)o/ 242 9(7)‘ dr

AT

00 2/ 0o
«
<M —+1 - <M 2/ 2.51
< /z/)\ta/Q (2 )Ma/g(r) ( . > dr < Cx’A’a/o Mo (r)r=/*dr (2.51)

Ahora bien, para todo a € (0, 1), existe un k € N tal que % < § < 1. Luego,
o0 oo
MCL,\,O(/ MQ/Q(T)TZ/adr < MC;E’)\’Q/ Ma/g(r)rkdr.
1 1

Siendo M,/ positiva y aplicando (2.43), resulta

T'(k+1)

I (§k+1)

MCL,\,Q/ ./\/la/Q(r)rkdr < MCx’,\,a/ ./\/la/g(r)rkdr = MCyra
1 0 2

(2.52)

Dado que fol MQ/Q(T)der < 00, de (2.51) y (2.52) resulta que el nucleo (2.41) verifica la
hipotesis (2.37).
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e Hipotesis (2.38):

Tenemos que probar que

8677 [M“/ ’ (A(n i)a/?) A = i)a/2+l Z] (tg_(;))a € LY(Q),

donde Q = {(n,7) ER?: 0<n<t,0<T1<n}

O equivalentemente que

57 {M“/Q <>\(77 —xﬂa/?)] <2f\(n —@;a/w) <tg—(Tn)>a

a [ x x g(1)
-5 (549) Mo (55 S5 sty = € E @)

Recurriremos al Teorema de Tonelli? (ver [6], p. 55).

Razonando como en el item anterior, aplicando el Corolario 6, la desigualdad (2.49) y el

Corolario 8, probamos la primera hipotesis del Teorema de Tonelli, esto es

n
/ [+ I dr < 0oV € (0,1). (2.53)
0

Para probar la segunda hipotesis del Teorema de Tonelli, consideremos d suficientemente

pequeno segun el Corolario 6,

-3
// |I+II|den—// |I+II|d7'd17+// |I 4+ I1|drdn. (2.54)

Sea M la constante definida en (2.45) y C' es una constante que puede depender de 0, a,
o n.

Observemos que

o (Mo (=) | = a7 [Mer2 (5| (25

Ademas, debido al Lema 1

xT

0
—5-Maya (W> > 0. (2.56)

2Teorema de Tonelli: Supongamos que

|F(z,y)|dy < oo p.ct.z €y
N

y que
/ dz |F(z,y)|dy < oco.
N Q0

Entonces F' € L'(Q1 x Qo).
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Jo i Mdrdn <y 2 S| [ Mare (55 )| (x5 ) | drdn
= Wf ’|- WMW(A@—Q?)&/Q)‘<2A<n—i§a/2+1>d7d’7
< fo aaa/2+1 on é_a%Maﬂ (W drdn

n—a4
dn

= i e {— Mapo (5557 ) 0

- fo n)aaa/2+1 [Maﬂ (ﬁ)—/\/‘am (ﬁ)} dn
< r(p?)\/{sa/zﬂ (f(t n)e

=dn < 0o
ya que hemos aplicado el Corolario 8 y que o € (0,1). Luego,

t =9
/ / |I| drdn < oo. (2.57)
0 Jo

Por altimo observemos que

t n—4 tm=ilg s x z 9(7)
IIdrd §/ / —|=+1) M, < ) drdn.
s TS (50 Mos (562 ) = g

En el item anterior probamos que

K x (/2 + 1)ax
M, dr < oo.
) Pt (=5 g st 0 <
Dado que a € (0,1), resulta que
t rn—94
/ / |I1|drdn < oo. (2.58)
0 Jo
e (2.57) y (2.58),
t rn—948
/ / |I + II|drdn < oo (2.59)
0o Jo
Para probar que
t oM
/ / |I1|drdn < oo
0 Jn—§
se puede proceder acotando como en el item 2.
Por lo tanto
torn
/ / |I + II|drdn < oo (2.60)
0 Jo

De (2.59) y (2.60), podemos aplicar Tonelli y resulta que

0 x x al g(r)
o Mo (5= 757) st sy e € 2
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e Hipotesis (2.39):

Veamos que

€z ax
P}I}v Moy <A( T)“”) 2X\(n — T)a/2+19(7) =0. (2.61)
Aplicando (2.43) y (2.45), resulta

€T [e%4 . €T [e%4
145, M2 (A(n — r)“/2> on(y — ryared(1) = i Mays <>\sa/2) Prserar 9l = %)

o/2+1 1
Lyor2) 29— - )=

Es licito entonces aplicar el Lema 3 al nucleo (2.35), de donde resulta que

Dosy(x,t) = D° ( I Moy (A(tj)m) e En %g(T)dT)
- Jipe (MQ/Q( o ﬁ)a/g) T %g(T)) dr + 1172 (0)
= fo D (=5W (5t -501) ) 9(n)ar
= o (W (55t —501) ) 9(r)dr

Observemos que, como W ()E)—ﬁ, -5, 1) =0, la derivada de Caputo conmuta y resulta que

o (o (3 =i (7 G 5))

Pero siendo W (

(2.62)

o T)Q/Q , =5 1) solucion de (2.33), resulta que

0 —x « o 0 —x o
——~ (DW[—— -Z1)) =—= —Z1) =
8t< W()\(t—T)a/27 2’ )) 8t(8x)2w<)\(t—7-)a/2’ 2’ )

- (o (e 511)) ~ oo (=) s @99

Reemplazando (2.63) en (2.62), resulta que

0 T T «

D%cy(x,t) = /O WMQ/2 ()\(t — T)O‘/2> At — 7-)04/2-5-1 9

0 t T z o P
= (am)Q/o M2 ()\(t _ T)a/2> At — 7)o/ gg(T)dT = (8:6)262(37,15). (2.64)

Y por lo tanto ca(z, t) verifica la ecuacion de difusion fraccionaria.

g(T)dr =

Proposicion 14. Valen los siguientes limites:

Qdr = 1.

1. hm fO a/g (A(t—f’)a”) >\(t T)a/2+1 2
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. t
2. }{% fo May2 (,\(tj)aﬂ) ,\(H:;a/zﬂ gdr =0.

Demostracion. 1. Si en (2.43), tomamos n = 0, resulta que fooo Mg o(u)du = 1.

Por otro lado, haciendo la sustitucion (2.48), resulta que

t x T Q o
—dr = du. 2.65
/0 Moc/? <)\(t _ 7_>a/2> )\(t _ T)a/2+1 2 T /x/)\ta/z MO&/Q(“) u ( )

Aplicando estos resultados y el Corolario 8,

t x x «
Sdr—1| =
e (=) s 1

x/)\to‘/2 1 T
< < 1
_/0 M2 (u)du < F{I—2) P =0 si x\/0.

///\ta/Q M o (u)du — /0 M 2(uw)du

2. Aplicando (2.65), tenemos

t x x o o
li M —dr = i M du=10
0 o e ()\(t — 7')0‘/2> At — 7)2/2+1 2 T 1/tH—I>loo /M2 oy2(w)du
]
Verifiquemos ahora las condiciones de borde.
e La condicién inicial es
c2(z,0) = }{1(1) ca(z,t) = 0. (2.66)
Teniendo en cuenta la Proposicion 14 y (2.45),
t x x o
li e d
N /0 Mayz <)\(t - T)a/2> Nt — )z 94
t

X X «
<li —
- }{% 0 May> </\(t — T)o‘/2> At —T)2/2+1 2 lg(r)l dr

t X X [0
< 1i — =0.
< M Moy <)\(t—7-)a/2> Nt — g T =0

e La condicion de Dirichlet es

c2(0,4) = lim e5(2, 1) = g(t) (2.67)

Observemos que

t xT T (07
Sg(r)d
/0 Mape <)\(t - T)a/2> it = e g9

(%

— [ Mara (55578 ) sy s 90 —9(0) + ste)] dr =
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¢ x T «
~ [ Moss (5557 ) sy ()~ a(0ldr

¢ X X o
2 g(t)dr.
+/0 Mayz <)\(t—7')0‘/2> Nt — et 290

Si aplicamos la Proposiciéon 14 al segundo miembro de la suma,

x T (6

t
il{f(l) 0 Ma/? <)\(t _ T)a/2> )\(t _ T)Oé/2+1 §g(t)d7'

o tim [ M : ’ Lar = g(t)
“I R0 Sy TNt — )2 ) At — a2+ 2T T I

Sea
«

t . .
= /0 Mayz <>\(t - T>a/2) Nt =y 2 W) — 9] dr. (2.68)

Si probamos que li{‘% I = 0 habremos probado (2.67).
x

Sea ¢ > 0 a determinar.

=0 x x o

= 0 Mayz <)\(t - T)a/2> A(t — 7)0/2+1 9 [9(7) — g(t)] dr

i /t_(s May: <A<t - T>a/2> Nt — iz W) —g®ldr =N+ 1 (2.69)

Aplicando el Corolario 8,

=| [ Mo (55 ) s ey o) - ot

t—9 1 x o 1 z o t—6
= 21g(r)—g(t)]dr < a o
_/() F(l_g) )\(t_,]-)a/2+12|g(7') g( )| T_F(l—%) )\5a/2+12/0 |g(7‘) g( )| T

2

1 « t € €
< — g(t)|d = Ci5ar < —, s .(2
= (F (1 . %) 2)\5@/2-}—1 /0 |g(T) g( )| T> Zz Ct,év r < 2 51 T < 2015,5,(1 ( 70)

Para acotar Iz, vamos a utilizar el hecho de que g es continua en ¢. Luego, dado € > 0,

existe § > 0 tal que |g(7) — g(t)| < § si |t — 7| < 0. Utilizando ademas la igualdad (2.65)

resulta,

€ t €T x o € [e.e] €
<< Q= © €
[Io] < 5 /t—éMa/2 ()\(t — 7')0‘/2> Nt — rya/2it 2d7’ 5 /I/Ma/2 M o (u)du < 5

De (2.70) y (2.71), resulta que |I| < ¢, cualquiera sea € > 0. Por lo tanto,

im [ 1 - Ty~ g)dr =0
961{4% 0 a/2 Mt —71)2/2 ) Nt — 7)2/2+1 2 Ig\7)— 4 T =U.
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Estamos en condiciones entonces de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 6. Si f es una funcidn continua y acotada en Rar y g es una funcion continua en [0,7T)

entonces
_ [T 1 |z —¢] |z +¢]
c(z,t) —/0 BN [Ma/z < o2 ) — Mo < o2 f(&)dg
+/tM < ° ) i 2 g(r)dr (2.72)
o T\ Nt = 7)e2 ) Nt — r)erzt 29T '
es una solucion del problema
9 0?%c
Dac(a:,t):)\@(x,t) 0<z<o0,0<t<T 0<ax<l
c(x,0) = f(z) 0<z<oo (2.73)
c(0,t) = g(t) 0<t<T.

Teorema 7. El limite cuando o /1 de la solucion del problema

2
Dacz(x,t):vzcj(a:,t) 0<z<00,0<t<T,0<a<l

X
ca(z,0) =0 0<z<oo (2.74)
c2(0,t) = g(t) 0<t<T,

es la solucion clasica del problema andlogo asociado a la ecuacion del calor

62
%w(w,t):)\Qa—;(aj,t) 0<zr<o0,0<t<T
w(x,0) = 0<z<oo (2.75)
w(0,t) = g(t) 0<t<T.

Demostracion. Se puede ver en |7| que la solucion del problema (2.75) est4 dada por la funcion

w(z,t) = /t eiu;i_ﬂ ’ (r)dr (2.76)
)y T 2dm At —1)p2? '

Llamemos ¢§ a la solucion del problema (2.74) dada por el Teorema 6,

o t x T o
CQ(xat) _A Ma/? <)\(t—7—)a/2> )\(t—T)O‘/2+1 Eg(T)dT

Calculemos el limite cuando o ,* 1. Aplicando el Teorema de la convergencia dominada y el

Lema 2,
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. a o . t xT T [e%
lim (et) = lim 1o Mo (s557) sforesn o) |
t x

= fo olgl;‘rilL Ma/Q (A(tj)a/?) A(t—r)e/2+1 %g(T)dT
2

N
te 4(t—T) T

= fo 27 /\(t,.,.)3/29(7—)d7_
= w(z,t).

2.3.2 El Problema de Valores Iniciales y de Contorno para la Ecuacién de
Difusiéon Fraccionaria en el Primer Cuadrante con condicién de Flujo

Nula

Consideremos el problema en el primer cuadrante con condicién de flujo nula,

2
DacS(a:,t):)\Qaacj(x,t) 0<z<o00,0<t<T, 0<ax<l
xXr
863
—2(0,) =0 0<t<T (2.77)
c3(z,0) = f(x) 0<z<oo.

Con el objetivo de resolver este problema, consideremos el siguiente problema auxiliar en el

semiplano superior,

32
Daz(x,t):/\Q—g(a:,t) —o<r<o0,0<t<T, 0<a<1
Oz (2.78)

z(z,0) = f(x) —00 <z < 00
donde f es una extension par de f.
La solucién de este problema expresada en términos de una convoluciéon que involucra la funcién
de Mainardi estd dada en [36], y es vélido el andlisis hecho en [12] nuevamente para probar que
la siguiente expresion es una solucion del problema de Cauchy si pedimos al dato inicial que sea
una funcién continua y acotada en R.

Sea entonces

T e (o = L [
cg(x’t)_/oo 2)\t§Ma/2< A5 )f(g)dé_mg/o {M

solucion de (2.78). Nuestro objetivo en adelante, es probar que

N1}
Y
8
>~
| T
N———
[N]ls}
7N
S 8
N
[N]])
LAal
N————
—_
™
QL
7a2%

.0
9131{% %03(33,75) = 0. (2.80)
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Ahora bien.

des ) 1 9 [*® x+ & |z — €|
R = o —|— — d
oz (©,¢) 3131{(% oAtz Ox /0 [MQ/Z A3 > Mayz ( Atz Je)a

o 2O T+ z—¢
= Moo {/0 [Mm < S >2Ma/2 ( At;g) f(&)dg (2.81)
00 T+ o
o[ o () + 4 (555 0}

Debido a la continuidad de la funcién de Mainardi, al Corolario 6 y siendo f acotada, podemos

aplicar derivaciéon bajo en signo integral con parametro en el extremo de integracion. Luego,

o [* r+€ x—&

g, [ (") e (557
B g”g N T+ & ) x—&
_/0 ox [MQ(At3)+M2(At3‘>

(§)d¢

f
} F©)de + Jim [M

(55) + s (555)] 100

(2.82)

R

o [ x+E€ E—x
89:/33 [Ma/z ()\tg) + M2 <)\t(5>] f(€)d¢§

=— — (M = Ma = dé—1 M
/oo Ox [ ( i )T M Fe)d B
Trabajando un poco con estas expresiones,
*o T+ §> (a: — §>]
— [ Muypp | —= | + Mapp | —= dé =
/0 5 [ /2 < ye 2\ SE f(&)dg

L 1 z _x+§ a _xff a
= )\ta/Q/o [W( BVER 271 a>—i—W< BVER 271 a>}f(§)d§.

Teniendo en cuenta que el integrando estd formado por funciones continuas, podemos aplicar el

[N]1)
vl

<xA:3§> M <£)\;x>] J©

(2.83)

Teorema del Valor Medio del Calculo Integral, y resulta que:

“” r+€&€ r—§ o
/0' |:W <—)\t(;,—2,1—04> +W<_)\t¢;7_251_a>:| f(f)dg‘

_ x40 _a _z-f o,
—HW( vER 2,1 a)—l—W( e 2,1 aﬂf(é?)x 0 €0, z].
Y de aqui,
' z 09 r+& r—§ _
il\(ﬂlo o % |:Moz/2 ()\t‘;) +Mcx/2 ()\ﬁ)] f(f)df—O (284)
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Por otro lado,

> 9 T -|-§ g — B
[ e (55 ) + Mara (557 | 06 -

B R R SR DR PY (I St I _
_/x Ato/2 [W< IVER 2’1 a> W( IV 271 O‘>:|f(f)d§_

Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, calculamos el limite cuando z tiende a cero

en la primer integral,

. oo 1 r+€ « E—z « _
il{‘% ) _7)\t0‘/2 |:W <—)\t3 ,—2,1—Oz> _W<_ )\t% ,—2,1—Oé>:| f(g)dg_
I Sl 1 r+§ « E—2 « -
- s [ () v (S5 5

_ [ T ) VY G S _
_/0 xto/2 [W< VAT O‘) W( Ve R a)]f@df_o'

Para la segunda integral podemos proceder aplicando Teorema de Valor Medio como en el caso

anterior. Luego, estamos en condiciones de afirmar que

803 _
5. (0:1) =0.

Teorema 8. Sea f una funcion continua y acotada en Ry, entonces

1 & —
ctwt) = oo [ [Marn (555) + e (28] reerie

es una solucion del problema

d%c

D%(m,t):)ﬁﬁ(:c,t), 0<z<00,0<t<T 0<a<l,
€T
dc
0,t) =0 0<t<T
ax(7) y ’
c(z,0) = f(x), 0<z<o0.
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2.3.3 El Problema de Valores Iniciales y de Contorno para la Ecuacién de Di-

fusién Fraccionaria en el Primer Cuadrante con condicion de Neumann

En esta seccion, vamos a resolver el siguiente problema:

2
Da(:rt)f)\Qgg(:rt) 0<z<o00,0<t<T,0<a<l,
c(x,0) = f(z), 0<z< oo, (2.85)
gc(o t) = g(t), 0<t<T,

donde f es una funcién continua y acotada en R y g es continua en [0, T).

Como hicimos en secciones anteriores, consideremos los siguientes problemas auxiliares:

82
D%y(z,t) = )\28024( 1), 0<z<00,0<t<T 0<a<l,
ca(z,0) = f(x), 0 <2< oo, (2.86)
0
a(;‘(()t) 0, 0<t<T,

y

26205
D%cs(x,t) = A W(m,t), 0<zr<oo,0<t<T, 0<ax<l,

x
cs5(x,0) =0, 0 <z < oo, (2.87)
0
865(0 t) = g(t), O<t<T.

Por Teorema 8, la solucion de (2.86) esta dada por
1 o0 T+ 5) (!x — §|>}
ca(x,t) = = M, —a | + M, o d
o) = s [ [ Man (5 ) + Mara ()| recrae

Recurriendo a los resultados que obtuvimos en la seccién anterior, vamos a proponer como soluciéon

de (2.87) a la siguiente funcion:

x x
o 1) T)drd€. 2.
> . e . o , 0%c
Lema 4. Sea c(x,t) una solucion de la ecuacion de difusion fraccionaria D%c(x,t) = X 92 (z,t)
tal que:
(i)  Para cada (z,t), la funcion F(x,t) = / c(&,t)d¢€ estd bien definida, (2.89)
(17)  lim %(x,t) =0, (2.90)

z—00 Ox
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) [5rele.m)| < 0(6) € L(w,00), 2
(iv) MGLl((x,oo)x(o,t)). (2.92)

oo
Entonces / c(&,t)d€ es solucion de la ecuacion de difusion fraccionaria.
x

[o¢]
Demostracion. F(z,t) = / c(&, t)d¢ esta bien definida por hipotesis (2.89). Las hipotesis (2.90),
x
(2.91) y (2.92) nos permiten deducir las siguientes igualdades:

N _ 1 Yo/orF(x,T), 1 | o [
R N Ood;‘ o <tw—7>a1<af/%/c§’2dfz dT
- F(olo—a)/o <t—7>aoo/z et = |y [

Veamos que (2.88) esta bajo las hipotesis del Lema 4.

e Hipotesis (2.89).

Utilizando la estimacion (2.45) y el Corolario 7,

oo t T x
<
les(z,t)] < /z M Ot'/\/la/2 <)\(t_7_)a/2> At — )a/2+1 Qdef
o° 0 T «
= [ [ (v (e 51) e

— M/ W<—x _ 1>d£<oo

\ NORENT)

e Hipotesis (2.90).

x x (0%
3% oz / Mar: ( - T)a/2> At — 7)o/2+1 EQ(T)dT B
9 x x a
- /0 Rt O [Ma/2 ()\(t - T)O‘/2> A(t — 7)/2+1 2] glr)dr =

t T [0 x
fd 1‘ — _  —— 1— _—
/oxgrolo[ W( M=o 2 O‘) (G ryeri T

+./\/la/2 <

T 1
At — T)a/Z) At —T

«

e | (7)o

o4
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Aplicando los Corolarios 5 y 6, resulta que

T a x x 1
lim |[-W[(-—— " 1_a)— " o
xi“c?o[ W< Xt -2 O‘) A?(t—ﬂaH*MQ<A<t—f>a/2>x<t—7>a/2+l]
=0.

Luego,

. o [t T T «a
A 835/0 Mays (A(t - T)a/2> N — )/ 29(m)dr =0 (2.93)

e Hipotesis (2.91).

Aplicando derivacion bajo el signo integral con el pardmetro en un extremo de integracion,

o [ x T o
’815/0 Moz </\(t _ T)a/Q) At — 7)a/2+1 59(7')6[7'

<M

to T T «
[ i [V <A<t—7>a/2> A = 7)o72 ] d”‘)’ -

to T T «
/o or [‘M“/Q (A(t - TW?) At — 7)e/2+1 2] dT

t

=M

€T T « T T (]
At — T)O‘/2> At — )24 2|1 M Moz <)\ta/2> Ate/2+1 2

:M|—Ma/2<
0

Luego, teniendo en cuenta el Lema 1 y que t € (0,7, resulta que

o [t 7 . N

que es una funcion integrable en (0, +00) respecto de la variable = debido a (2.43).

< MMa/Q(

T ) X [0

NTa/2) \NTa/2+1 5’

e Hipotesis (2.92).

Para probar que

(07

o [ x x 1
87-/0 M2 <)\(T — 77)0‘/2> N — y)are 59(77)an € L'((2,00) x (0,1))

se procede andlogamente a lo hecho cuando verificamos la Hipotesis (2.38).

Estamos en condiciones entonces de afirmar que (2.88) es solucion de la ecuacion de difusion

fraccionaria.

Verifiquemos las condiciones de borde:

95

t o T T o . T T
/0 ot {M‘“/z (A(t - r)&/?) At — rye/2 i 2] glr)dr + i Mayz (A(t - TW?) Nt — )ar2+t
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e La condicion inicial es

ot =t [ [ (53 ) 5o porharas
5Ly B t\,0 = 0 a/2 )\(t _ 7_)04/2 A(t _ T)a/2+1 29 T)aTag.

Vimos en la verificacion de la Hipotesis (2.89) que

t 13 £ o 13 a
/0 Mor2 (A(t = 7')0‘/2> Nt = ryarrt 29T = MW <_ Ae/2' 2] 1>

que es una funcion integrable en (0, 00). Luego, podemos aplicar el Teorema de la Conver-

gencia Dominada y calcular el siguiente limite
lim

s ¢ ¢
(AN /w /0 Ma/2 <>\(t_7.)a/2> )\(t—T)a/2+1 29(7’)d7’d§’

[ “”<Aa—fwﬂ>xa_7wwﬂzgﬁ>ff

o0
</
x

e Para la condicién de Neumann procedemos como en (2.67) y obtenemos que

9 _ i 9 <[ § § o
%C5(07t) N il{‘% Oz (_/x /0 Maya <)\(t — T)a/2) A(t — 7)/2+1 Qg(T)de£>

N0 Cate/27 2

limMW( ¢ @ 1>‘d§:0

. ¢ €T x (6
= f, Mar </\(t - T)a/2) Nt =yt 29T = ().

Teorema 9. Si f una funcidn continua y acotada en RS‘ y g es una funcién continua en [0,T)

entonces

1 o0 —
c(z,t) = oINS /0 |:Moz/2 (J;;—gg) +Ma/2 <|x)\t<21£|>:| f(€)

- /:O /ot Mayo ()\(t _xT)a/2> Nt — f)a/gﬂ %Q(T)deé (2.94)

es una solucion del problema

d%c

D%(:c,t):A?W(m,t), 0<r<o00,0<t<T,0<a<l,

X

c(z,0) = f(x), 0<z< o0, (2.95)
2c(0,1) = g(1), 0<t<T

26
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Teorema 10. El limite cuando o /1 de la solucion del problema

0?
Da05(w,t):)\28622(xt) 0<z<o00,0<t<T, 0<a<l,
cs(2,0) =0, 0<z< oo, (2.96)
D e5(0,1) = g(t), 0<t<T,

es la solucion cldsica del problema andlogo asociado a la ecuacion del calor

d%c
% ( ) )‘23 2($at), O<z<oo, 0<t<T,

w(z,0) =0, 0< < oo, (2.97)
Zw(0,t) = g(t), 0<t<T.

Demostracion. Se puede ver en [7] que la soluciéon del problema (2.97) estéd dada por

2
t e 4(t )

Vot

Llamemos ¢ a la solucion del problema (2.96) dada por el Teorema 9,

G(@t) / / Mayo (/\(t —i)a/?) At — f)a/%l 5 9(r)drde.

Calculemos el limite cuando o 1. Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, el

w(z,t) = (2.98)

Lema 2 y finalmente el Teorema de Fubini,

clyifmlc?(a:,t) = hma/1{ / /Ma/2< xT)a/2> = fﬂ)a/2+l2 ()drdﬁ}
- / /0 o MW( A - T)a/z> Ny 9T

— / / e;\}ﬂ . t_xT)?*/?g( T)dr

/ / eszﬂx x>3/2g(7>d7

6 4(t T)

= T)dT = w(x,t).
VT t—T
u
2.3.4 Unicidad
Consideremos el problema de contorno
, 0%

Do‘u(x,t):)\@(x,t) a<r<b0<t<T,0<ax<l

u(z,0) = up(x) a<z<b (2.99)

u(a, t) = ua(t)’ u(ba t) = ub(t)v te (Oa T)

o7
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Definicion 14. Una solucion de (2.99) es wuna funcion w = wu(x,t) definida en
Qr = [a,b] x [0,T] que pertenece al espacio CWr(a,b) = C(Q7) N WL((0,T)) N C2(a,b) (donde
Wha,b) = {f € C'a,b]| f' € L'[a,b]}), que satisface las condiciones en (2.99).

Si el problema (2.99) posee una solucion clasica, entonces ug, u, y up deben pertenecer a los
espacios C([a,b]), C(0,T) respectivamente.
Los siguientes resultados (Teorema 11, 12, 13 y Corolario 10 ) son una simple adaptacion a nuestra

notacion de los resultados obtenidos por Y. Luchko en [34].

Teorema 11. Sea f € W0, T) N C([0,T]) una funcion que asume su mdzimo en el intervalo

[0,T] en el punto to € (0,T]. Entonces
(D*f) (to) >0 Yae(0,1).
Teorema 12. Sea u € CWr(a,b) una solucion cldsica de (2.99) . Entonces
u(z,t) <0V (z,t) € Qr o u alcanza su mdzimo positivo sobre 0,(Qr),

donde 0p(Qr) = {(z,0)/a < x < b} U{(a,t)/0 <t <T}U{(b,t)/0 <t < T} esla frontera

parabdlica de Qp. En otras palabras,

w(x,t) <max{0, max wu(z,t Y (x,t) € Qp.
(@) Smax{0, | max  u(zi)} Vet el

Teorema 13. Sea u € CWry(a,b) una solucion cldsica de (2.99) . Entonces
[|ulloo < max{Mo, M1}

donde My := ||up||oo ¥y M1 := max{||va||co, ||Vb]]co}-
Corolario 10. El problema (2.99) admite a lo sumo una solucion cldsica.

Lema 5. Si u y v son dos soluciones de dos problemas de contorno de tipo (2.99) donde las

funciones dato en el borde verifican

up(z) <wvo(z) Vo €la,b], wua(t) <wg(t) Yite (0,T) y w(t) <wu(t) Vte (0,7).

Entonces u(z,t) < v(z,t) V(x,t) € Qr.
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Demostracion. Basta observar que u — v es soluciéon del problema

o O%w
Do‘w(ac,t):)\ﬁ(x,t) a<r<b0<t<T,0<a<l
x
w(z,0) = (ug — vo)(x) a<x<b
w(a,t) = (ua - Ua)(t)a U}(b,t) = (ub - vb)(t)7 te (OvT)

donde las funciones dato son todas no positivas, luego ( H)lagg {w(z,t)} < 0, y aplicamos el
x,t)€0ilp

Teorema 12. -

Teorema 14. FEl problema

82
Do‘u(a:,t):)\2a—;;(x,t), —o<r<oo,0<t<T, 0<a<l,

u(x,0) = uo(z), —00 < T < 00, (2.100)

u acotada,
admite a lo sumo una solucion.
Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones de (2.100), digamos uj y ug. Siendo u

acotada, existe un M > 0 tal que |u(z,t)| < M.

Sea v = u; — uz. Entonces v es solucién del problema

82
Dav(m,t):)\Qa—Z(a:,t), —co<r <0, 0<t<T, 0<a<l,
x
v(z,0) =0, —o0 < T < 00, (2.101)
lv(x,t)| < 2M, —co<x<oo, 0<t<T.
2M 2
Ahora bien, consideremos la funcion wa(z,t) = Vel (Mto‘ + LL’2> .
Teniendo en cuenta que D®(t%) = Mtﬁ_a si B > —1, es facil ver que w4 es solucion
rl+8-a) ’

de la ecuacion de difusion fraccionaria.

Comparemos v y w4 en el rectangulo Ry = {(z,t)/ — A<z <A,0<t<T}.

2M
lv(z,0)] =0 < Fﬁ = wy(z,0). (2.102)
[v(A,t)] < 2M. (2.103)
2M 2 2
Aty =" ——— 14 A% )| =2M [ =t +1 2M. 2.104
wa(A,1) A? <F(a+1) * > <A2F(a+1) + > ” (2.104)
Aplicando el Lema 5, resulta
lv(z,t)] <walz,t) Y (z,t) € Ra. (2.105)
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Pero (2.105) es valido para todo A > 0. Fijando (z,t) y haciendo tender A a infinito tenemos que

|v(x,t)] = 0, con lo que resulta que ui(z,t) = uz(z,t) para todox € R, 0 <t < T. .
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El Problema de Stefan a Una Fase para

la Ecuacion de Difusion Fraccionaria

3.1 Introduccion

Los problemas de frontera libre unidimensionales para la ecuacién del calor son problemas rela-
cionados a procesos de fusion y solidificacion, que presentan una condicién de calor latente en
la interface que conecta la velocidad de la frontera libre y el flujo del calor de temperaturas en
ambas fases.

Este tipo de problemas ha sido estudiado en profundidad en los ultimos 50 afos (ver [4, 7, 10, 13,
20, 28, 35, 45, 49, 52, 53]) v, la difusion como flujo de calor se expresa en término de un flujo de

temperatura local e instantaneo.

Voller et al. [16] plantean, como hemos visto en la seccion 2.1.2; que si consideramos un flujo no
local formado por promedios con peso de gradientes de temperatura a través del tiempo, deriva-
mos en sub o super difusién segiin la derivada fraccionaria en el tiempo sea considerada de orden

menor o mayor que uno respectivamente, a la que llamaremos difusién anémala.

Es conocida la relacion existente entre difusiéon y movimiento Browniano, donde el “time scaling”
de este tipo de problemas en proporcional a /2, i Qué pasa cuando este exponente es distinto de
1/27 Metzler & Klafter [38] han probado que la difusién anémala se puede modelar en término

de derivadas fraccionarias, considerando procesos de caminos aleatorios no-Brownianos.
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Existen ya muchos trabajos que nos brindan motivaciones fisicas para estudiar este tipo de di-
fusion. En [38] se presentan situaciones fisicas donde se presenta difusion anémala en ciertos flujos
en medios porosos y conduccién en semiconductores amorfos.

En [21] se ha observado comportamiento anémalo en simulaciones de gas en vidrios de polimeros.

En la rama de la biologia, se han planteado modelos de difusién anémala de morfogenes en [59],
y se propone un modelo fraccionario en el tiempo para estudiar la influencia de la fisién celular

en el transporte de células durante el desarrollo de un tumor en [24].

Respecto de la formulacién de problemas de frontera libre frccionarios, se ha observado que el
movimiento de la frontera de la humedad en la difusién horizontal en un ladrillo poroso puede ser
tanto sub como super difusivo. Otros experimentos han mostrado que el crecimiento de la helada

en una placa refrigerada puede ser superdifusiva (|50]).

3.2 El problema de Frontera Mévil para la EDF

Consideremos el siguiente problema de frontera movil para la EDF.

(1)  D%u(x,t) —)\zg:;(x,t) s1(t) <z <s2(t),0<t<T, 0<a<l

(17) u(si(t),t) = g(t) 0<t<T (3.1)
(13i) wu(sa(t),t) = h(t) 0<t<T

(iv) u(x,0) = f(z) a<zx<b

donde:

(H1) La curva s; es una funciéon Lipschitz continua superiormente en [0,7], es decir que existe
una constante ¢ > 0 tal que f(t2) — f(t1) > —c(ta —t1), 0 <t; <ta <T.

(H2) La curva sy es una funcion Lipschitz continua inferiormente en [0, 7], es decir que existe una
constante ¢ > 0 tal que f(t2) — f(t1) < —c(ta —t1), 0<t; <ta <T.

(H3) s1(0) = a, s2(0) = b, donde a < b, y la ecuacion (iv) no se considera si a = b.

(H4) s1(t) < s2(t) Vt € (0,T].

(H5) f es una funciéon no negativa en |[a, b].

(H6)

H6) g y h son funciones no negativas en [0, 7.
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Siguiendo la notacién clasica asociada al operador diferencial parabdlico, definimos las siguientes
dos regiones:

Qr ={(z,t)/51(t) <z < s2(t), 0 <t < T}, y la frontera parabolica

OpQr = {(s51(t),1),0 <t <T}U{(s2(t),%),0 <t <T}U{(x,0),a <z < b}.

Definiciéon 15. Diremos que una funcion u = u(x,t) es solucién del problema (3.1) si

1. u esti definida en [ag,bp] x [0,T], donde ap = min{si(t),t € [0,T]} y
bo = max{sa(t), t € [0,T]}.

2. u € CWay, = C(Qr) N WHO,T) n  C¥Qp), donde
WL(0,7)) := {f(x,-) € CH(0,T)) tal que fi(z,-) € L*(0,T) para cada x € lag,bo]}.

3. u es continua en Qp U 0,Qr, excepto quizds en los puntos (a,0) y (b,0), donde pediremos
que
0 < liminf wu(z,t) < limsup u(z,t) < 00
(z,t)—(a,0) (@,t)—=(a,0)
0 < liminf u(x,t) < limsup u(x,t) < 4o0.
(x,t)—(b,0) (z,t)—(b,0)

4. u verifica las condiciones en (3.1).

Observacion 17. Hemos pedido que u esté definida en [ag, bo] X [0,T]debido a la naturaleza de

la deriwada fraccionaria de Caputo D“u(x,t), que involucra los valores de ui(x,T) para todo T en

[0,t]. (ver Figura 1).

t N
T

DT apDT

>
aop a b bg T

Figura 3.1: Area de definicién de u.

Ejemplo 4. Este tipo de problemas no ha sido estudiado en profundidad hasta ahora, pero te-

niendo en cuenta los resultados obtenidos en [43] y [44], es fdcil ver que

1- WCE—_lj,B—g, 1) [1 W (_ta% _%’ 1)} ’

u(z,t) = B+
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donde W(-,—%,l) es la funcion de Wright de pardmetros —5 y 1 dada en la Definicion 5, es

una solucion de

82
D?u(x,t)za—Z(x,t) O<z<t¥Y?2 0<t<T,0<a<l
X
u(0,t) = B 0<t<T (3.2)
u(t*/?,t) = C 0<t<T.

De aqui en adelante consideraremos A = 1 y llamaremos L® al operador asociado a la EDF

2
La::(gly——D“. (3.3)

Proposicion 15. Si u es una funcion tal que L*[u] > 0 en Qp, entonces u no puede asumir su

mdzimo en Qr.

Demostracion. Supongamos que existe un punto (xo,tg) € Qr (esto es s1(to) < zo < sa(to),
0 <ty <T), donde v asume su méaximo. Debido al Principio de extremo para la derivada de
Caputo (ver Teorema 11), tenemos que D%u(xg,ty) > 0. Por otro lado, %(mo,to) < 0, ya que

u € C2(Qr). Luego L%[u](zo,t0) <0, lo que es una contradiccion. .

Corolario 11. Si u es una funcion tal que L*[u] < 0 en Qp, entonces u no puede asumir su

minimo en Q.

Nota 3. El siguiente teorema es una adaptacion al problema de frontera movil (3.1) del resultado
obtenido en [33] para el problema de valores iniciales y de contorno asociado a la ecuacion de
difusion fraccionaria generalizada, y es una especie de Principio del Mdximo débil con el que
contamos para este tipo de operadores. El Principio del Mdzimo fuerte no tiene aun su version

“fraccionaria’.

Teorema 15. Sea u € CWq,. una solucion de (3.1). Luego
u(z,t) <0V (z,t) € Qr o bien u alcanza su mdzimo positivo en Q.

Demostracion. Si u < 0 en Q7 esta probado. Si no, supongamos que existe un (zg,%), con
51(to) < zo < s2(to) y 0 < to < T, tal que u(xo,to) > maxg,q, u(z,t) = M > 0.

Sea € = u(xg,tg) — M > 0y consideremos la funcion auxiliar

m@o:m%ﬂ+§2%i (1) € O (3.4)
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Observemos que

w@ﬂgu@ﬁ+§ V(z,t) € Or, (3.5)

y ademés, para cualquier (x,t) € 0,€7, se tiene que
w(zo, to) = u(wo, to) + §TH2 > u(xo,to) = €+ M > e +u(z,t) > e + w(z,t) — % = g + w(x,t).
Por lo tanto

w(x,t) < w(xo,to) V(z,t) € 0,Qr. (3.6)

Luego, w asume su maximo en {7.

Por otro lado, teniendo en cuenta que D = Fﬂg_;é )a 8~ y la linealidad del operador de Caputo,

resulta que
€ tl —a

Lofw] = L] + S

>0 V(x,t)€Qp.
Pero entonces, por Proposicién 15, w no puede asumir su maximo en 27, lo que es una contradic-
cion. n
Teorema 16. Sea u € CWq, una solucion de (3.1). Luego,

u(z,t) > 0V (z,t) € Qr o bien u alcanza su minimo negativo en Q.
Teorema 17. El problema de frontera movil (3.1) admite a lo sumo una solucion.

Demostracion. Supongamos que existen dos soluciones uj y ug del problema (3.1). Luego ug —uy

es solucién del siguiente problema

( (i) oD%z, t) = )\2g:;(x,t) s1() <x < s2(t),0<t<T,0<a<l1
(i) u(s1(t),t) =0 0<t<T @
(i#0) u(sa(t),t) =0 0<t<T

| (v) u(x.0)=0 a<x<b.

Aplicando los Teoremas 15 y 16, teniendo en cuenta que maxy, o, v = ming,q, u = 0, resulta

ug —up = 0.

Nota 4. Eberhard Frederich Ferdinand Hopf (1902-1983) fue un destacado matemdtico austriaco
que hizo contribuciones significativas en el campo de las ecuaciones diferenciales, topologia y teoria

ergodica. Uno de sus trabajos mds destacados es la formulacion del principio del mdximo fuerte
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en ecuaciones diferenciales parciales para el operador eliptico ([22]).

En su trabajo [23], prueba un teorema que involucra el signo de la derivada exterior de una
funcion que es solucion de una ecuacion en derivadas parciales de tipo eliptico en una region
determinada.

Este teorema fue probado mds adelante para el operador parabdlico por A. Friedman [17] y R.
Viborni [54] separadamente.

Se puede encontrar una adaptacion de este resultado en [7], quien lo denomina Lema de Hopf, y
el prozimo teorema pretende generalizar este resultado para el operador asociado a la ecuacion de

difusion fraccionaria

Teorema 18. Sea u € CWq,. una solucion del problema (3.1) que satisface las hipdtesis (H1) —
(H6).

1. Si existen tg >0 y § > 0 tales que

u(s2(tg),to) = M = sup wu, (3.8)
8,Q
|81(t0) — 82(t0)| > 5y u($,t0) < MVzx € (SQ(t()) — (5, Sg(to)), (39)
entonces
to) — to),t
liminf U2t Zulsa(to)to) (3.10)
z /s2(to) T — Sg(to)
Si uy existe en (s2(to),to), entonces
UI(SQ(to),to) > 0. (3.11)
2. Si existen tg > 0 y 6 > 0 tales que
u(sa(to), to) = m = inf wu, (3.12)

Ay

existe 0 > 0 tal que |s1(to) — s2(to)| > 0 y u(x,to) > mVx € (s2(to) — 0, s2(t0)), (3.13)

entonces
to) — to),t
lim sup “&2f0) ~ulsalto)to) (3.14)
x/‘sz(to) T — SQ(tO)
Si uy existe en (sa(to),to), entonces
uz(SQ(to), to) < 0. (315)
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Demostracion. Vamos a probar el apartado 1. Para probar el apartado 2 se procede andlogamente.

Consideremos la funcion

we(z,t) =€ [1 — exp{—pu(x — 52(750))}% +M (3.16)

donde A, p y € son constantes a determinar y F, es la funcion de Mittag-Leffler dada en la

definicion 3

o
. Nl
gfak—i—l zeC,a>0 (3.17)

Notemos que w, = M sobre la curva

Eo (pAt?)

exp{—p(r — s2(to)) =y = |- 3.18
(e = stV 5 s (3.18)

Observemos que la curva (3.18) es la gréfica de la funcion

1. (E.(nAt®)
f(t :1n<a + s2(to), te€(0,to 3.19
0= (g ) 00, te Ot (319)
Claramente f(tg) = sa2(tg) y es facil ver que

f es creciente si p > 0. (3.20)

Nuestro proximo objetivo es probar que existe t1 < tg tal que f(t) < s2(t) Vt € (¢1,10).

Por (H2), sy es una funcion Lipschitz continua inferiormente, luego, existe una constante L > 0
tal que
Sg(t) > L(t — t()) + Sg(to) V0<t<ty. (3.21)

Teniendo en cuenta que la serie E,(pAt®) = Y12, l(ffa]z Ty converge uniformemente sobre con-

juntos compactos y que zI'(z) =T'(z + 1) Vz € C, resulta que

:io:(,uA)kakto‘k_l o (uA)k+1to‘k+O‘_1

— _ a—1 a

(Ea(pt?)] kol

k=0
donde E, , es la funciéon generalizada de Mittag-Lefller de parametros p = 8 = a dada en la
definiciéon 4. Luego,

1 1 HA
n Eo(nAte) 1o

A Eyo(pAt®)
tl=o B, (nAte) -

f'(t) = Eqo(nAt*) = (3.22)

Definamos ahora la siguiente funcion

Eqo(ptAt®)

H:Rf > R/H(t) = AR
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H es una funcién positiva y es cociente de funciones continuas donde el denominador es mayor
que 1 en [0,00), luego H es continua en [0, 00).

H(O):ﬁ>0yaqueo<a<l.

H(+00) = C > 0 debido a que es cociente de funciones continuas de igual orden en oo (ver [19]).

Luego, podemos asegurar que existe mg > 0 tal que

H({t)>mo Vt>0,YA pu>0. (3.23)
De (3.22) y (3.23), resulta que
A
f,(to) > l_amo. (324)
0

Eligiendo A > 0 de manera que tl%mo > L podemos afirmar que
0

f'(to) > L. (3.25)

Finalmente, sea p > 0 / f'(to) — p > L. Dado que f es derivable en ty podemos asegurar que

existe un t1 < to tal que Vt € (1, 1o),

ft) = f(to) N

L<f(to)—p< —

@) < L(t —to) + f(to) = L(t — to) + s2(to) < s2(t)

Observemos que, de (3.9) y (3.20), podemos elegir t; de manera que s1(t) < f(t) < sa(t)
vt € (tl,to).

Ahora bien, sea A(z1,to) (donde x; = f(t1)), B(s2(to),t0) y C(z1,t1). Por hipotesis (3.9), pode-
mos reelegir ¢ de manera que z1 € (s2(tg) — 8, 52(tg)) y u < M en AC.

Sea R la region limitada por AB, AC y la porcién de grafica de f desde B a C, a la que llamare-
mos C/'E.(Ver Figura 2)

Vamos a considerar la region Ry, = R° U (AB — {A,B}) y su frontera parabdlica
8,R = AC UCB.
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t AN
\ S1 52
owh_ A B (s2(to), o)
Iy T i

Figura 3.2: R.

A continuacién, analizaremos el comportamiento de u y w, en la frontera parabélica 9,R.

Sea My = maz u(x1,t). Dado que u es continua, la hipotesis (3.9) y reestableciendo ¢ si fuera
1xU>00

necesario, podemos afirmar que My < M. Llamando n = M — My, resulta que

u<M-n en AC (3.26)
y
w<M enCB. (3.27)
Por otro lado,
we =M en CB. (3.28)

En AC, teniendo en cuenta que E,(uAt®) es una funcién creciente, tenemos que,

E,(uAt*
wa(z1,t) =€ |1 —exp {—p(z1 — s2(t0))} (“70) + M > €[l —exp {—pu(x1 — s2(to)) }] + M.
Eo(nAtg)
(3.29)
n
Tomando € = , resulta que
exp {—p(a1 — s2(t0))} — 1 a
we(z1,t) > —n + M. (3.30)
Vimos en la Proposicion 12 que
D*(Ea(pAt®)) = pAEq(nAt?). (3.31)
Aplicando ahora el operador L a la funciéon w, y teniendo en cuenta (3.31) resulta que
E.(uAt* .
L] 2, 1) = eexp {—p(e — salto)} 2P AT (A —p2y <0 sip=at1 (33

Eo(nAtg)
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Finalmente, definimos la funcién z = w, — u en R. Analicemos el comportamiento de z en la

frontera parabdlica d,R.

De (326) y (330), z > 0 en AC. De (327) y (328), z > 0 en CB
Ademés, LY[z] = L¥wy] — L%u] < 0 en Ry,.
Aplicando el Corolario 11, podemos afirmar que z no puede asumir su minimo en Ry,. Luego

z>0 en R.En particular,
Z(:L’,tg) = wa(x,to) - u(:l:,t()) > 0, le <z< Sg(to). (3.33)

Recordando que u(s2(tp),to) = wa(s2(to,to)) = M, la siguiente expresion es equivalente a (3.33):

u(:c, t()) — U(SQ(t()), t()) > wa(w, to) — wa(SQ(to,to))

3.34
T — 82(750) - T — Sg(to) ( )
Luego
lim inf ’U,(IL’, t()) — ’U,(Sg(to), to) Z lim inf wa(a:, to) - wa(SQ(to, to)) .
x 752 (to) z — s2(to) x 52 (to) x — s2(to)
Pero w,, es derivable en el punto (s(tg), ), luego
o wa(®, to) — wa(s2(to, to))
lim inf = Wag(S2(ty), to) = e =€(A+1)>0
Jiminf pr—— (s2(to), to) = e = €( )
y vale (3.10).
Finalmente, si u, existe en (s2(t),to), de (3.34) se deduce que
uz(s2(to),to) > wag(s2(to), to) >0 (3.35)
y por lo tanto vale (3.11).
]

El mismo resultado es valido si consideramos s; en vez de so.

Teorema 19. Sea u € CWq, una solucién del problema (3.1) que satisface las hipdtesis (H1) —
(H6).

1. Si existen tg > 0 y d > 0 tales que

u(s1(tg),to) = M = sup u, (3.36)
8

70



Cap. 3 Secc. 3.3

’Sl(to) - 82(t0)| >0y u((L‘,to) < MVzx € (Sl(t()),sl(t()) + (5), (337)

entonces
u(x, t()) — u(sl(tg), to)

lim sup < 0. (3.38)
x /51 (to) T = Sl(to)
Si uy existe en el punto (s1(to),t0), entonces
ux(sl(to),to) < 0. (3.39)
2. Si existen tg > 0 y 6 > 0 tales que
u(si(to),to) =m = inf wu, (3.40)
B
’Sl(to) - 82(t0)| > ) ) u(:E,to) > mVx € (Sl(to), Sl(t()) + 5), (3.41)
entonces
liming “E2t0) Zusilto)to) (3.42)
z,/'s1(to) z — s1(to)
Si uy existe en el punto (s1(to),t0), entonces
ux(sl (to),to) > 0. (3.43)

3.3 El problema de Stefan para la EDF. Dependencia monétona

de los datos

Consideraremos a continuaciéon un problema de Stefan fraccionario, esto es, un problema de
frontera libre para la EDF, donde la condicién tradicional de Stefan que conecta la velocidad de
la frontera libre con el flujo de temperatura, serd reemplazada por lo que llamaremos “condicién

fraccionaria de Stefan”
ou

Dos(t) = =k (s(t),1), 0 <t < T. (3.44)
( 0%u
(1) Dau(:c,t):)ﬁw(x,t), O0<z<s(t),0<t<T,0<a<l, A>0,
(@)  u(z,0) = f(z), 0<az<b=s(0),
(iii)  u(0,t) = g(t), 0<t<T, (3.45)
(i)  u(s(t),t) =C, 0<t<T, C>0,
(v)  D%s(t) = —k%(s(t},t), 0<t<T, k>0 cte,

donde las funciones f y g son funciones no negativas tales que f > Cy g > C.

71



Cap. 3 Secc. 3.3

Definicion 16. El par {u, s} es una solucion del problema (3.45) si

1. s es una funcion continua en [0,T] tal que s € W(0,T), s(0) = b y s(t) > 0 para todo
te (0,7).

2. u estd definida en [0,bg] x [0,T] donde by = max{s(t),0 <t <T},
3. u€ CWeq, =C(Qr)nW(0,T)) NC2(Dr).

4. w es continua en Qp U 0pQr, excepto quizds en los puntos (0,0) y (b,0), donde pediremos
que

0 < liminf w(z,t) < limsup u(x,t) < oo,
(z,£)—(0,0) (z,t)—(0,0)

0 < liminf u(z,t) < limsup u(z,t) < +oo.
(z,t)—(b,0) (,t)—(b,0)

0
5. Euiste B—Z(s(t),t) para todo t € (0,T].

6. u y s satisfacen (3.45).

Proposicién 16. Sea f € CY[0,T] una funcion que asume su mdzimo en el punto to € (0,T].
Entonces vale la siguiente desigualdad
—Q

oty (3.46)

D02 1)

Demostracion. Ver Teorema 2.1 [3].

Teorema 20. Sean {u1,s1} y {ug, s2} dos soluciones del problema de Stefan fraccionario (3.45)
correspondientes a los datos {b1, fi,q1} y {b2, fo,g2}, respectivamente.  Supongamos que

b1 < by, 0L f1 < fQ y 0 < g1 < go. Entonces Sl(t) < SQ(t) Vte [O,T).

Demostracion. Las funciones s; y sg son continuas en s1(0) = by < ba = s2(0). Consideremos el
conjunto acotado A = {t € [0,T]/ (s1 — s2)(t) = 0}. Si A =0, el teorema esta probado. Si A # (),
existe tg = inf A. Siendo las funciones s; y s continuas, resulta que tg € A, s1(tg) = s2(to), y
podemos decir que tg es el primer ¢ para el cual s1(ty) = s2(to)-

Sea h : [0,t9] — R la funcion definida por h(t) = (s1 — s2)(f). Observemos que h tiene las
siguientes propiedades:

(h-1) h € C1(0,t9) N C[0,to] (por Definicion 16).

(h2)  h(0) = by — by < 0.
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(h-3) h es una funcion no positiva y h(tg) = 0.
e (h-1), (h-2) y (h-3), h alcanza su maximo en el punto .

Aplicando la proposicién 16, resulta que

Dh(to) > }M (3.47)
Luego,
D®h(tg) > 753?2(1__1)10[) > 0. (3.48)

Teniendo en cuenta la Proposicion 11 y que s1 y s2 satisfacen la condicion de Stefan (3.45)-(v),

(3.48) implica que
31@

5y (52(t0) to) — %?(Sl(to),to) > 0. (3.49)

Por otro lado, la funcion w(z,t) = ua(z,t) — ui(z,t) es una solucion del siguiente problema de

frontera movil

( Do‘w($,t):g%;}w(x,t) O<z<si(t),0<t<ty,0<a<l,
w(0,t) = (g2 —g1)(1) 20 0 <t <to (3.50)
w(s1(t),t) = ua(s1(t),1) 0<t<ty
w(z,0) = (fo— fi)(z) 20 0<z <b =s5(0)

Aplicando el Teorema 16 a ug en la region Q2 donde OF ={(z.,t) /0 <t <ty, 0 << s2(t)},
resulta que ug(s1(t),t) > 0.

Ahora, aplicando de nuevo el Teorema 16 a w el problema (3.50), resulta que w > 0 en @to,
donde O, = {(z,1) /0 <t <ty, 0 <z < s1(t)}.

Podemos afirmar entonces que w alcanza su minimo en el punto (s1(t), to).

Ahora bien, si existe € > 0 tal que w(x,tg) > 0 para todo = € (s1(to) — €, s1(t0)), podemos aplicar

0
el Teorema 18-2 y concluir que —w(sl(to), 0) < 0. Luego

Oox
0 0
81;2 (s2(to), to) — %(sl(to)io) <0, (3.51)

lo que contradice (3.50).
Si, por el contrario, existe una sucesion {e,} tal que ¢, — 0y, para todo n € N existe un
Ty € (s1(to) — €n, s1(to)) tal que w(xy,to) = 0, entonces

lim w(xn, to) — w(sl(to), t())

n—o0 €n

=0
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0 0
y debido a la existencia de 8—:(31(250),150) (por Definicion 16 - 6), resulta que 81:(31@0) 0) =0.

Luego

Ous Ouy

sa(to),to) — = (s1(tg),to) = O, 3.52
5y 52(to) to) = -~ (s1(to), o) (3.52)
lo que contradice (3.50) nuevamente.
Esta contradiccion proviene de suponer que existe un £y > 0 tal que ¢g es el primer ¢ para el cual

s1(to) = s2(to). Luego si(t) < sa2(t)Vt € [0,T). .

Proposicion 17. Si {u, s} es una solucién del problema de Stefan fraccionario (3.45) , entonces

este par verifica las siguiente ecuaciones:

Qu(x t) = \2 RLDl_aa—zu(a? t). (3.53)
ot togr
%s(t) — _RRL DI (s(8), 1), (3.54)

Demostracion. Sea {u, s} una solucion del problema de Stefan fraccionario (3.45). Luego

P Ou

D%u(z,t) = 92

(z,1). (3.55)

Por definicion de derivada fraccionaria de Caputo, (3.55) equivale a

a0 0%u
ol! <8tu(x,t)> )\26 2( ,1).

A continuaciéon aplicamos el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden 1 — «

a ambos miembros,

0 0%u
RLpl-a rl-a 2 RL pl-a
D, %I <8tu(az t)) A“ D, pe 5 (T, 1).

Por Propiedad 7, RLDtl_o‘ es inverso a izquierda de oI'™%, luego

Q 2 RL yl— aau
atu(sc,t) A Dy o 5 (@,1).

De manera andloga obtenemos la ecuacion (3.54).
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Observacion 18. No es vdlido que la condicion (3.54) implique la condicion fraccionaria de Ste-

fan (8.44), ya que la integral fraccionaria I'=% no es el operador inverso a izquierda del operador

RLDl—a

derivada fraccionaria de Riemann—Liouville . Mids ain, si aplicamos la Proposicion &,

resulta que
Iug(s(07),07)
'l —a)te

It (RLDtlfaux(s(t),t)) = uy(s(t),t) —

Luego, podemos afirmar que las condiciones (3.44) y (3.54) son equivalentes si

u(s(01),07) =0

Proposicion 18. Si {u, s} es una solucion del problema (3.45), entonces el par también verifica

la siguiente condicion integral sobre la frontera

s(t) 20

o b 2 " RL 1o
P /0 DIyt / S e L v
(3.56)

«

Demostracion. Recordemos la identidad de Green:

/Pdt+de—/ Q; — P, dA,
o0N Q

donde € es una region abierta simplemente conexa, su frontera 02 es una curva de Jordan suave

a trozos y el campo F = (P,Q) es C! en un abierto que contiene a (.

Con el objetivo de utilizar esta identidad para obtener nuestra expresion integral para la frontera

libre, definimos las siguientes funciones

P(x,t) = —z BED ", (z,t) + BEDIu(x, t) (3.57)
Q(z,t) = —zu(x,t) (3.58)
Siendo  {u,s}  una  solucion = del  problema  (3.45), (por  Definicion 16,

u € CWp, = C(Qr)NWL((0,T))NC2(Qr)), resulta que u y u, son funciones C* en Q5. Por otro

lado, recordando que RLDtl_O‘uJ; (z,t) se puede expresar como la siguiente convolucion,

%Il “(ug(z,t)) = %X(t) s u(x,t)
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donde

r si0<T<t
x(ry=4 " ,
0 si no

1

ioes Tesulta que la convolucién hereda las propiedades de u, y con esto

y siendo x una funcion L
podemos asegurar que el campo F' = (P, Q) cuenta con la regularidad necesaria en 7.
Observemos que debido a que u puede presentar singularidades de salto finito en los puntos (0, 0)

y (b,0) de la frontera parabolica 0,(2, vamos a considerar la region
QE:{(.Q?,T)€R2/€<T<t,0<$<8(7)},

en donde seré licito aplicar la identidad de Green.

Podemos asegurar entonces que

Pdt + Qdx =

o0
// —zug(z,t) + D0y (1) + mg (RED} ™ uy(z,1)) — 9 (BEDu(x,1)) | dt da.
Qe oz Oz

Con un argumento anélogo al utilizado antes en el que expresamos la derivada fraccionaria como
una convolucion, se prueba que podemos intercambiar derivada 0/dx con RLDtl_a. Luego, apli-
cado la Proposicion 17 resulta que

/ Pdt+Qdz = / / [—zu(z,t) + BLDy ™ uy(2,t) + 2 B D)~ ugy (2, ) =1 DIy (2, t)] dt dz
0 €

= // x [RLDtlfaum(a:,t) — uy(w,t)] dtdz = 0.

Por lo tanto,

/ [~z RLpl=ey, (z,t) + B DI~ u(z, t)] dt — zu(x, t)dz = 0. (3.59)
092 A
Qe4

Separemos el contorno 0€) en
00 = 00 U 0N U 0N U 0Ny Qa1

como se ve en la figura 3.

Figura 3.3: Contorno €,
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Parametrizamos 0€Q¢1: —0Q = {(0,7), e <7 <t}. Luego dz =0, dt =dr y

t t
Pdt + Qdx = —/ RLDpl=eu(0,7)dr = —/ RLpl=eg(r)dr. (3.60)
001 € €

Parametrizamos 0€Qc: —0Qe = {(&,€), 0 < & < s(e)}. Luego de =d§, dt =0y

s(€)
/ Pdt + Qdx = / —&u(&, e)dg. (3.61)
ONes 0

Parametrizamos 0Qes: 0Q3 = {(s(7),7), e < 7 < t}, dv = §'(17)dr, dt = d7 y teniendo en cuenta

que u es solucion del problema (3.45), podemos aplicar la Proposicion 17 y

Pdt + Qdx
8063

/ [—8(7') RLDtl*O‘ux(s(T),T) + RLDtl*O‘u(S(T),T) — S(T)SI(T)] dr

= / [—8(7')5/(7') + RLDtl*aC' - S(T)S/(T)C] dr

\ . ING)

_ s(t)  s*(e) C Lo a

= —(1+0) 5 T } I‘(a)[t — €]
(3.62)

Parametrizamos 0Q¢y: —0Q = {(£,t), 0 < < s(t)}. Luego dz =d¢, dt =0y
s(t)
/ Pdt + Qda — / cule, 1)de. (3.63)
Oy 0

De (3.59), (3.60), (3.61), (3.62) y (3.63), resulta que

("’ y1-a e B s*(t)  s*(e) C o o s(t) B
/6 Dy %g(r)dr ; u(§, e)dg (1+C')[ 5 5 ]+F(a) [t — €]+ ; §u(£,t)di3_61(l)).

Tomando limite cuando € N\, 0 y teniendo en cuenta que s(0) = by que u(&,0) = f(§),

B "RL 1—a B b B s(t) b, O, =(t) _
/0 D, %g(7)dr /ng(g)dg (1+C)[ 5 2}+F(a)t + Ogu(g,t)df_o. (3.65)

Despejando s%(t) se obtiene la tesis.

Nota 5. Supongamos que conocemos la frontera s. Consideremos el siguitente problema de frontera

movil
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( (1) Dau(x,t):)\ng:;(x,t), 0<z<s(t),0<t<T,0<a<l,
(13)  u(0,t) = g(t), 0<t<T, (3.66)
(13i) u(s(t),t) =C, 0<t<T,

[ @) ulw0) = ), DSz <b=500)

donde C < g(t) y C < f(t) para todo t € (0,T].
Sea u es la solucion de (3.66) y consideremos la funcion z(x,t) = u(z,t) — C. Debido a la
linealidad de la derivada de Caputo y el hecho de que la derivada de Caputo de las constantes es

cero, resulta que z es solucion del siguiente problema:

2
(i) DOx(w,t) = A2§z(x,t), 0<z<s(t)0<t<T,0<a<l,
T
(i) =2(0,t)=g(t)—C >0, 0<t<T, (3.67)
(111) z(s(t),t) =0, 0<t<T,
(iv) z(z,0)=f(x) —C >0, 0<z<b=s(0).

\

Aplicando el Teorema 15 resulta que z > 0 en Qp, luego v > C en Qrp.

Teorema 21. (Monotonia) Sean {ui,s1} y {u2, s2} dos soluciones del problema de Stefan frac-
cionario (3.45) correspondientes a los datos {b1,f1,91} y {be, fo,g2}, respectivamente.

Supongamos que by < ba, 0 < f1 < fo y 0< g1 < go. Entonces s1(t) < so(t)Vt € [0,T).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que C' = 0. Sea § > 0 y sea {ug, sg} una
solucion del problema (3.45) correspondiente a los datos {b2 + 0, f2, g2}

Aplicando el Teorema 20 a las soluciones {u1,s1} y {u3,s5}, v, {uz, 52} y {u3, s3} obtenemos que

si(t) < s5(t), 0<t<T (3.68)

so(t) < s5(t), 0<t<T. (3.69)
Ahora bien, aplicando la Proposiciéon 3.56 a las fronteras so y sg y restando miembro a miembro,

SQ(t

) 2 2 2 Sg(t) ) 2 )
SB(1)2 — s(t)2 = (bo + 0)2 — 2 /0 Eud(E, t)dE — B2+ 2 /O Cus (€, 1)dE. (3.70)

De (3.69) y (3.70) resulta que
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s3(t)

52 2 2 2 =20 1 5 5
P a0 = b+ 07~ B2 [ [udlen) -] a2 [ e nde 37
0 s2(t)

Observemos que ug es solucién del siguiente problema de frontera moévil
. o O%w
(1)  oD%w(x,t) =\ W(w,t), 0(t) <x < sat), 0 <t <T,
(1i) w(0,t) = ga(t) > 0, 0<t<T, (3.72)
(i43) w(sS(t),t) =0, 0<t<T,
(iv) w(z,0) = fao(x) >0, a<z<b.
Luego, por Teorema 16, podremos asegurar que
ud(x,t) >0 en Qp = {(x,t) J0<z<s5(t),0<t< T} (3.73)
En particular,
ud(so(t),t) >0, 0<t<T (3.74)
Por otro lado, ug — ug es solucion del siguiente problema de frontera maovil
(. 0w
(1)  oDw(x,t) =\ W(x,t), 0(ft) <z <s2(t), 0 <t <T,
(1) w(0,t) =0, 0<t<T, (3.75)
(431) w(sa(t),t) = ud(sa(t),t) >0, 0<t<T,
\(iv) w(z,0) =0, a<xz<b.
Teniendo en cuenta (3.73), podemos aplicar nuevamente el Teorema 16 resultando que
ug(ac,t) —ug(z,t) >0 en Qp ={(x,t)/0<2<s9(t),0<t < T}. (3.76)
De (3.71), (3.74) y (3.76),
s5(t)? — sa(t)? < (ba+6) — b3, & >0.
Por lo tanto,
$5(t)2 < so(t)? + (by +6)2 — b2, 6> 0. (3.77)

Juntando (3.68) y (3.78), y siendo s;(t) > 0, i = 1,2 por Definiciéon 16, resulta
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51(t)% < so(t)* + (b2 +6)> — b3, §>0. (3.78)

Finalmente, tomando limite cuando d \, 0, obtenemos la tesis. "

Teorema 22. El problema de Stefan fraccionario (3.45) admite a lo sumo una solucion.

Demostracion. Supongamos que existen dos pares {u1, s1} y {us, s2}, soluciones del problema de
Stefan fraccionario (3.45) correspondientes ambos a los datos {b, f, g}.

Aplicando el Teorema 21, resulta que s1 < s3y $2 < $1. Luego, s1 = s3.

Ahora que la frontera es la misma, podemos aplicar el teorema de unicidad para el problema de

frontera movil (Teorema 17) y resulta que u; = us. .
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Soluciones explicitas

4.1 Tres problemas equivalentes

En esta ultima seccién, vamos a resolver explicitamente tres problemas de Stefan fraccionarios
para tres condiciones de borde diferentes: uno con condicién de Dirichlet, el segundo con una
condicién de Neumann y el tercero con una condicién de tipo convectiva.

Para finalizar vamos a dar condiciones suficientes bajo las cuales, estos tres problemas son

equivalentes.

Presentamos a continuaciéon los problemas a resolver:

1. El problema de Stefan fraccionario con condicién de Dirichlet constante:

(i) D%u(z,t) :)\2229;L(x,t), O<z<s(t),t>0,0<a<l, A>0,
(1) u(0,t) = B, t >0, B > 0constante,
(iii) u(s(t),t) = C < B, t>0, (4.1)
(iv) D%s(t) = —kug(s(t),t), ¢t>0, k>0,
\ (v) s(0)=0.

2. El problema de Stefan fraccionario con condicién de Neumann:
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( 2
(i) D°u(z,t) = A?Z;(x,t), O<z<st),t>0,0<a<l A>0,
(1) uz(0,t) = =5, t>0, ¢>0,
(iii) u(s(t),t) =C, t>0, (4.2)
(tv) D%s(t) = —kug(s(t),t), t>0,
(v) s(0)=0.

3. El problema de Stefan fraccionario con condicién convectiva:

(1) Do‘u(:n,t):)\zw(:r,t), 0<z<s(t),t>0,0<a<l, A>0

(1i) muy(0,t) = lta%(u(o,t) — D), t>0 B >0 constante,
(iii) u(s(t),t)=C < D, t>0, (4.3)
(iv) D%s(t) = —kug(s(t),t), t>0, k>0,

(v) s(0)=0.

¢ Resolucion del problema (4.1).

Vimos en la seccion 2.3.1 que la funciéon

z(x,t):B—kA[l—W()\t_ag;z,—g,l)] (4.4)

es una solucién del problema

2
Daz(a:,t):)\ng(x,t), O<xr<oo,0<t<T, 0<a<l,

x
2(0,t) = B, 0<t<T, (4.5)
z(x,0) = A, 0<z<oo.

O sea que z verifica las condiciones (4.1 —1i) y (4.1 — ii).
Consideremos entonces la siguiente funcion:

ui(xz,t) = B+ by [1 -W (—#, —%, 1)} , by constante a determinar. (4.6)

Claramente u; verifica (4.1 —1i) y (4.1 — ii).

Reemplazando (4.6) en la condicion (4.1 — #41),

wi(s(t),t) = a1 + by [1w<;t€.f/)2‘;1>] = C. (4.7)
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Notemos que (4.7) se debe verificar para todo t € (0,T"), lo que nos lleva a suponer que s(t)

debe ser proporcional a t*/2. Sea entonces

s1(t) = Aet/? ¢ > 0 constante a determinar. (4.8)
En particular, s; verifica (4.1 — v).
De (4.7) y (4.8),
«o B-C
C=B+b [1—)/\/(—,——,1)}:12 — 4.9
1 5 2 1 1—W(—§,—%,1) ( )
donde hemos aplicado el Corolario 9 para despejar b;.
Por lo tanto,
B-C T o
()] |
W ( e (4.10)

ui(x,t) = B — o (_g,_%J) [1

Consideremos ahora la condicion fraccionaria de Stefan (4.1-iv). Teniendo en cuenta que

a/1fBy F(5+1) B—a . _
D(t)_—F(1+B—a)t sifg>—1,

y que la derivada de Caputo es lineal,
T a
D%s1(t) = D*(AtY/?) = )\572) —e/2, (4.11)
-9

Por otro lado, utilizando (2.13) para derivar la funcion de Wright tenemos que

w519 (5 = o ()

811,1 N
B Bt =h [_W (_ N A VAR L
Luego,
8’LL1 . b1 . B-C 1
5y (510, 0) = o Mays () = —o— W e, —5.1) e Maya () (4.12)

Juntando (4.11) y (4.12),

ra+s) 1 —-(B-C 1
Dasl(t) = —kum(Sl(t),t) =1 )\frgl — %; rar2 = — - W((_g _)g 1) )\ta/QMa/g (5)
) 27

Se[1-W(-6-5.1)] Mo (€) ~ NT(A+9)

Veamos si esta ecuacién cuya incognita es £ admite solucion. Con este propoésito definimos

! ELA=5) 5 o) (4.13)

H: [o,oo)—>R/H(§):§[1—W(—§,—%,1)} Ma;(g) (4.14)

la funciéon

H tiene las siguientes propiedades:
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1. H(0T) =0
2. H(400) = 400

3. H es una funcién continua y estrictamente creciente.

En efecto:

H0)=0[1-W(0,-%,1)] m = 0. Luego, se verifica 1.

Aplicando los Corolarios 4 y 5, y el Lema 1, obtenemos 2.

Por Lema 1 y Corolario 9, tenemos que H es producto de funciones estrictamente crecientes

y positivas, luego, H es estrictamente creciente. La continuidad es consecuencia del Lema 1

y de que la funcién de Wright es una funcion entera ya que § € (0,1). Luego vale 3.

Finalmente, siendo C < By a € (0,1), resulta que %%(3 — () > 0. Esto nos permite
2
asegurar que existe un tnico valor 5 > ( tal que
~ ET(1-%)
HE) = ———2(B-0). 4.15
O=wrirs @O (415)

Estamos en condiciones entonces de afirmar que el par

-p-_ BC [{_yw(.=z_ _a
et =Bt ow e esy)]
s1(t) = AELY/2

; L . . r(1—
donde ¢ es la tunica soluciéon de la ecuacion H(E) = %FEH

N
-

(B — C), es solucion del

NI
N

problema (4.1).

Mas aun, el problema (4.1) estd bajo las hipdtesis del problema (3.45), luego, podemos

aplicar el Teorema 22 obteniendo asi que (4.16) es la tnica solucién del problema (4.1).

¢ Resolucion del problema (4.2).

Razonando como antes, proponemos la funcién

ug(x,t) = ag + by [1 -W (—ﬁ, —%, 1)} az, bz constantes a determinar. (4.17)

ug verifica (4.2 —1).

Ahora bien,
8UQ . bQ X
T ) = 3 Moz (5am)
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Reemplazando en la condicion (4.2-ii), obtenemos by:
Ous bo 1 q «
—(0,t) = =— =by=—q\['(1——=]). 4.18
ax(’) MO2T (1—- %) oz 72 1 ( 2) (4.18)
Reemplazando us en la condicion sobre la frontera libre (4.2-iii),

ws(sa(8),1) = as+ b |1—w (=228 @ ] ¢ (4.19)

2\52 ) — U2 2 )\ta/Qa 27 - .

Nuevamente vamos a pedir que sa(t) sea proporcional a t*/2 Esto es,
so(t) = Aut®/? i >0 a determinar. (4.20)
De (4.18), (4.19) y (4.20),
a a
s = C + g\l (1—5) [1—W(—u,—§,1>}. (4.21)
Enfocandonos en la condicién fraccionaria de Stefan (4.2 — iv), tenemos:
ria+9) 1
D~ = M2 .
2(0) = Mg (4.22)
i r-g)
Oug bo ' (1 -5
%(Sz(t),t) = WMQ/Q( ) _TMQ/Q(,&)' (4.23)
Luego,
@ Ou %) —a/2 (_qr (1 — %))
D SQ(t) = _k%(82(t)7t) Ang )\/L _ %)t =k ta/2 MO&/2(M) A
2
1 kqT (1-9)
& p 2 424
Majali) ~ > T(153) 20

Definamos entonces la funciéon

Mol (4.25)

Se deduce de lo analizado anteriormente para la funcién H, que J tiene las siguientes

J:[0,00) = R/ J() = pi

propiedades

1. J(0F) =0

2. J(+00) = +00

3. J es una funcién continua y estrictamente creciente.

85



Cap. 4 Secc. 4.1

a2

Ademés %Fr((ll:f%)) > 0, lo que nos permite asegurar que existe un tnico i tal que
J(N) o Er(l — %)2
W= XNTa+e)

Podemos afirmar entonces que

us(,t) = C 4+ gAT (1 — ) [L =W (—fi, =2, 1)] — gAT (1 — 2) [1 W (—ﬁ, g, 1)}
so(t) = Nut®/?
(4.26)

es una solucion del problema (4.2), donde fi es la tnica solucion de la ecuacion

= X TOFg)

J(p) = ka r(1-5)°

Finalmente, observemos que, por Corolario 9, resulta
e .«
us(0,1) = C + g\l (1 _ 5) [1 —w (—u, -2, 1)] > C,

0 sea que estamos nuevamente bajo las hipotesis del Teorema 22, lo que nos permite asegurar

que (4.26) es la unica solucion de (4.2).

e Resolucion del problema (4.3).

Sean
T « :
us(z,t) = az + bsW (_W’ —5 1) , a3, b3 constantes a determinar, (4.27)
y
s3(t) = nAt*2, 1> 0 a determinar. (4.28)
Reemplazando en (4.3 — iii),
uz(s3(t),t) = C & C = ag + bsW (—n, —%, 1) . (4.29)
Derivando,
% bg X 8U3 b3 1

Reemplazando en la condicion convectiva (4.3 — i7),

mbs 1 h
TMO2T(1—a)j2) | (o2 (a+b; = D). (430)
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De (4.29) y (4.30),

D-C
_777_%’1)"' hAF(1m—a/2)

a3 =D — (1 + h)\I‘(lmfa/2)> 1-W(

b3 — D-C
17W(777’7%’1>+ hAF<1m7a/2)

Luego,
D-0)[1-W (522 -%1) + ey

us(x,t) =D — = — (4.31)
L=W(=n,-%,1) + mrdtar
Consideremos ahora la condicion (4.3 — iv).
a «@ « F(l + g) —a
D%s(t) = D*(Mt®/?) = )\nr_;)t /2, (4.32)
2
8U3 1 D-C 1
3 (s5(t),t) = —bg—r = .
O (33( )7 ) 3)\ta/2Moc/2 (77) 17W(*7]7*%’1) + h)\l"(lnia/2) )\ta/2Moc/2( )
(4.33)

Reemplazando (4.32) y (4.33) en (4.3 — iv),

o' m INQEEEY!
g [1 W (_77’ T 1) T - 04/2)] Ma/lz (n) Ak2F(1+Z)

Definimos entonces la funcion

m 1

TR = a/2) | Mays ()

K:[0,00) = R/K(n) =n [1—w(—n,—;‘,1) (4.35)

Con argumentos anélogos a los utilizados para analizar la funcion H definida en (4.14),

podemos establecer que K tiene las siguientes propiedades:
1. K(0t)=0
2. K(400) = 400

3. K es una funcién continua y estrictamente creciente.

Luego, siendo %%(D — () > 0, podemos afirmar que existe un unico 7 tal que
2
ET(1-%)
K= ———_2/(D_(C). 4.

Finalmente, la soluciéon del problema (4.3) estd dada por

(D=0 [1-W (-2 —§ 1)+ et

u :L',t = D — ~ o m
3( ) 1—W(—n,—5,1)+m (4-37)

s3(t) = \ijt/?
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r (-
AT+

)

vo|Q

donde 7 es la unica solucion de K(n) = (D — C). Nuevamente (4.37) es la tnica

>
w|Q|
~—

solucion de (4.3).

Nota 6. El siguiente teorema es una generalizacion del resultado obtenido por Tarzia en [51].
Muestra la relacion que puede existir entre problemas con condiciones de Diriclet y de Neumann, y
es una nueva evidencia del buen comportamiento que presenta la ecuacion de difusion fraccionaria

cuando consideramos o € (0,1), esto es, cuando trabajamos con difusion andémala.
Teorema 23. Sean los problemas (4.1) y (4.2) donde:

1. La condicion constante sobre la frontera libre, C, es la misma en todos los problemas,

2. En (4.1) B = C + g\ (1 — %) [1 —W(—ﬂ,—%,l)], donde [ es la inica solucion de la
a2
ecuacion J(p) = %1}((1%%1)) (J definida en (4.25))
Entonces ambos problemas son equivalentes.

Demostracion. Observemos que tomando B = C' + g\’ (1 — %) [1 A% (—ﬂ, -5, 1)], resulta que

B > C. Aplicando (4.16) al problema (4.1) considerando este B particular, tenemos que

u(z,t) =C+gAl'(1—-2) [1 =W (-i,-%,1)]
_ (-5 [1-W(—p—5 1) [1—W<—¢ _a 1)}

Ate/20 29

s1(t) = AELY/?

donde € es la tnica solucién de la ecuacién H(¢) = ﬁmli_%)qkf (1 — %) [1 - W (—ﬁ, -5, 1)}
2
La solucion de (4.2) esta dada por

us(@,t) =C+ @l (1= §) [1=W (=, -3 )] AT (1= %) [1=W (— 52z -5.1)]
so(t) = Mat®/?

(4.39)
_ : : : kg T(1-9)°
donde /i es la tinica solucién de la ecuacion J(u) = F F(HZ’Q) .
2
Si probamos que i = §~ tendremos que
up = u2 y S1 = 82,

y, dada la unicidad de solucién que admiten estos problemas, quedara probado que son equiva-

lentes.
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Ahora bien, definimos la siguiente funcién

B:RarﬁR/B(f):CJrq)\F(l—%) {1—W(—§,—%,1)]

Claramente B(f1) = B.
Considerando las definiciones de las funciones H y J ((4.14) y (4.25) respectivamente), resulta

que

_kqT(1-95)* B -C
CHO= S Targpra-5 ©
_ A3 meey
@ HE = S g a7 (PO O
Reemplazando estas equivalencias con fi,
o kg% o RCA-9) o
J() =~ Tt 9) & H(p) = AQF(H%)(B C). (4.40)

Debido a la unicidad de soluciéon de ambas ecuaciones concluimos que i = &.

Teorema 24. Sean los problemas (4.1) y (4.3) donde:

1. La condicion constante sobre la frontera libre, C, es la misma en todos los problemas,

2. en (4.1) B=D—(D-20C) AT —a72) 1’W(’~’*%&)+W donde 7 es la tinica solucion
de K(n) = %?E E;(D C) (K definida en (4.35)).
2

Entonces estos problemas son equivalentes.

Demostracion. La prueba es andloga a la del Teorema anterior, definiendo en este caso la funcion

m 1
hAD(1 = a/2) 1 =W (=€, -8, 1) + iy

B:Ry = R/B(€)=B()=D~—(D-0C)

Teorema 25. Sean los problemas (4.2) y (4.3) donde:
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1. La condicion constante sobre la frontera libre, C, es la misma en todos los problemas,

2. En (4.2) q= — (D=C) — donde 1 es la 1unica solucion de
(4 ) 1 hAF(l—%)+[1_W(_n’_5’1)] 7
k T0-%)

K(n) = Vm(l) —C) (K es la funcion definida en (4.35)).
2

Entonces estos problemas son equivalentes.

Demostracion. Observemos que, de la condicion dada en el item 2 resulta que

Definiendo en este caso la funcién

DiR§ >R/ D0 = +[1-wen-5)} e

_om
hAT(1— 9)

es claro que D(7) = D y procedemos como en la demostracion del Teorema 23. "

4.2 Convergencia

Teorema 26. Convergencia de soluciones.

1. El limite cuando « /1 de la solucion (4.16) del problema de Stefan fraccionario con

condicion de borde (4.1), es la solucidon cldsica del siguiente problema de Stefan a una fase:

(1) Z(m,t):)\zgj;(x,t), 0<xz<s(t),t>0,A>0,

(ii) w(0,t) = B, t>0, B> 0constante,
(iii) u(s(t),t) = C < B, t>0, (4.41)
(iv) Ls(t) = —kug(s(t),t), t>0, k>0,

(v) s(0) = 0.

\

2. El limite cuando o /1 de la solucion (4.26) del problema de Stefan fraccionario con

condicion de flujo (4.2), es la solucion cldsica del siguiente problema de Stefan a una fase:

' (i) ?;Z(x,t) = AQg:”ZL(x,t), 0<z<s(t),t>0,0<a<l, A\>0,
(i) uz(0,t) = — 30z, t>0, ¢g>0,
(ii7) u(s(t),t) = C, t>0, (4.42)
(iv) Ls(t) = —kuy(s(t), 1), t>0,
(v) s(0) =0.
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3. El limite cuando o /1 de la solucion (4.37) del problema de Stefan fraccionario con

condicion convectiva de borde (4.3), es la solucion cldsica del siguiente problema de Stefan

a una fase:
(1) ?:(x,t):)ﬁgj;(x,t), 0<x<s(t),t>0,0<a<l, A>0
(73) mug(0,t) = ta%(u(o,t) —D), t>0 B >0 constante,
(iii) u(s(t),t) = C < D, t>0, (4.43)
(iv) %s(t) = —ku,(s(t),t), t>0, k>0,
(v) s(0)=0.

Demostracion. Sean {uf, sy}, {ug, s} y {u§, s§} las soluciones de (4.1), (4.2) y (4.3) dadas por

(4.16), (4.26) y (4.37) respectivamente, asociadas a cada a € (0,1).

- B___ B-C |1_ .z _«
uf(ent) = B = oty 1w (e -51)) (4.44)
s7(t) = Agter2,
donde §~ es la dnica solucién de la ecuacién

a (1-9
L-w (o5 3 ~ a9

u§(2,6) = C+ A0 (1= ) [L= W~ ~$.1)] = aAT (1= §) [1 =W (~ 522 -5.1) |,
s3(t) = Afit®/?,

(4.45)
donde fi es la tinica solucién de la ecuaciéon
1 kqT (1—2)°
P = h e
Mapa(p) A T(1+3)
wg(a,t) = p— 279 (5§ )+ ez
B 1=W(=1= 5 1)+ et =arz) ’ (4.46)

s§(t) = Nijt/2,
donde 7 es la Gnica solucién de

o m 1 kEIT(1-39)
g [1 B (_77’ T 1> TN = a/2)] Moy () T+ é)

Aplicando el Lema 2, resulta:
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1.
o i)

lim u{(z,t) = lim B —
a1 a1 ( 67

7

B-C
0 erf (§ )erf <_2)\f1/2

li = lim AEt%/2 =\
Ly s1(t) = Loy 3 Vit
donde §~ es la tinica solucién de la ecuacion

gerf (g) exp{f} = ;(C\;ﬁ

2.
Jim g 1) =
. o .« o T !
= lim O+l (1- ) [1-W (- -5.1)] — 0 (1-5) [1-w (525 -51)|
@
=C+ g\l (1 — —) erf < ) —qAl (1 —) erf ( 2)\t1/2>
lim s(t) = lim Nit? = Nfiv't,
donde [ es la tnica solucién de la ecuacién
k
Lexp {i2/4} = =
3.
(DO [1 =W (~322-$1) + mriars
lim ug(x,t) = lim D — { (~ )\ta/Q = ) i /2)]
/1 a1 L=W (=1, -5.1) + mard ey

_p, P79 s (2Af) )
erf (3) + h,\ﬁ '

S 55 (1) = limy it = Nijv/t,

donde 7 es la tnica solucién de la ecuacion

1[or(0) e} - 5250
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Conclusiones

En esta tesis se estudiaron diversos problemas asociados a la EDF: Primero se estudi6 el problema
de valores iniciales con condiciéon de Dirichlet en el primer cuadrante, y el problema de valores
iniciales con condicién de Neumann en el primer cuadrante. En ambos casos, se obtuvieron
soluciones explicitas y se brindé una prueba de que las soluciones obtenidas son, efectivamente,

soluciones de los problemas propuestos.

Luego, se estudio el problema de frontera moévil para la EDF. Se brindaron teoremas sobre princi-
pios del maximo y se pruebé el Lema de Hopf para el operador diferencial asociado a la EDF. Una
vez obtenidos estos resultados, se consideré un problema de Stefan asociado a la EDF y se utilizé
el Lema de Hopf “fraccionario” para probar la propiedad de monotonia que verifica la frontera
libre de estos problemas. A continuacion se deduce una condicion integral que verifica la misma
(derivada de la condiciéon fraccionaria de Stefan), y a partir de ésta, obtenemos la unicidad de
solucién para problemas de Stefan fraccionarios bajo ciertas condiciones.

Finalmente, resolvimos explicitamente tres problemas de Stefan fraccionarios, uno con condicién
de Dirichlet, otro con condicién de Neumann y un tercero con condicién convectiva y dimos condi-
ciones bajo las cuales estos tres problemas son equivalentes.

Cabe destacar que se analizé el limite cuando a N\, 1 de las distintas soluciones obtenidas, recu-

perando las soluciones de los respectivos problemas clésicos asociados a la ecuacién del calor.

Futuros trabajos.

El material recopilado en esta tesis, asi como los resultados obtenidos, nos brindan distintos
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caminos en los cuales seguir trabajando.

e Analizar resultados recientes en el campo de lo numeérico y comparar su efectividad a partir

de las soluciones explicitas encontradas. Algunos trabajos recientes en esta direccion son

[30], [9], [25] y [5]-
e Estudiar problemas de Stefan Fraccionarios a dos fases.

e Obtener condiciones integrales para la frontera libre cuando consideramos problemas de

Stefan fraccionarios con condiciones de borde de Neumann o de tipo convectiva.

e Los problemas de Stefan y de frontera moévil estudiados en esta tesis consideran todos
derivadas de Caputo respecto del tiempo con extremo en ¢ = 0. Proponemos estudiar el
operador derivada fraccionaria con extremo en la frontera. Es escaso el material que se
puede obtener relativo al estudio de problemas de frontera movil fraccionarios, pero un

trabajo en esta direccion es [55].
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