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Resumen

En esta tesis se estudian diversos problemas asociados a la Ecuación de Difusión Fraccionaria

(EDF). En la primera mitad se estudia el problema de valores iniciales con condición de Dirich-

let en el primer cuadrante, y el problema de valores iniciales con condición de Neumann en el

primer cuadrante. En ambos casos, se obtienen soluciones explícitas y se brinda una prueba de

que las soluciones obtenidas son, efectivamente, soluciones de los problemas propuestos, donde

el mayor énfasis reside en probar que las funciones propuestas veri�can la Ecuación de Difusión

Fraccionaria. (Esta ecuación, como veremos, se rige por un operador integral que agrega una

singularidad a la función a la cual se le aplica).

En la segunda mitad, comenzamos estudiando el problema de frontera móvil para la EDF. Se

recopilan los conocimientos sobre principios del máximo conocidos hasta ahora (contamos con

una especie de principio del máximo débil, pero no con el fuerte) y se prueba el Lema de Hopf

para el operador diferencial asociado a la EDF.

Inmediatamente se considera el problema de Stefan asociado a la EDF y se utiliza el Lema de

Hopf �fraccionario� para probar la propiedad de monotonía que veri�ca la frontera libre cuando

consideramos estos problemas. Una vez enfocados en la frontera, brindamos una condición inte-

gral que veri�ca la misma (derivada de la condición fraccionaria de Stefan), y a partir de ésta,

obtenemos la unicidad de solución bajo ciertas condiciones.

Finalmente, resolvemos explícitamente tres problemas de Stefan fraccionarios, uno con condición

de Dirichlet, otro con condición de Neumann y un tercero con condición convectiva y damos

condiciones bajo las cuales estos tres problemas son equivalentes.

Veremos que, si hacemos tender α ↗ 1, la EDF se transforma en la Ecuación del Calor. Luego, a

lo largo de todo el trabajo, se analiza el límite cuando α ↗ 1 de las distintas soluciones obtenidas,

recuperando las soluciones de los respectivos problemas clásicos asociados a la ecuación del calor.
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Capítulo 1

Introducción

1.1 Un poco de historia

¾Alguna vez nos planteamos en nuestro transcurso por los cursos de matemática qué signi�caría

hacer D1/2f(x)?

La notación de Leibnitz D(n)f(x) o dnf(x)
dxn , empujó en 1695 a L'Hôpital a preguntarle �¾Qué

sucede si n es 1/2 ?”. Leibnitz respondió: � Usted puede ver por eso, señor, que uno puede

expresar por una serie in�nita una cantidad como d1/2xy o d1:2xy . Aunque las series in�nitas

y geométricas son relaciones distantes, las series in�nitas admiten sólo el uso de exponentes que

son enteros y no hacen, todavía, el uso de exponentes fraccionarios.” Después en la misma carta,

Leibnitz continua profetizando: �Esta es una aparente paradoja que algún día mostrará sus útiles

consecuencias”.

En 1730, Euler escribió: �Si n es un entero positivo, `dn' puede ser encontrada con derivación

continuada. De tal manera, sin embargo no es evidente si n es una fracción; pero con la ayuda

de la interpolación uno puede expedir el asunto�.

Pero quizás el verdadero �big bang� de la diferenciación y la integración fraccionaria se da en

1738, en su publicación [15], donde se puede ver cómo Euler deriva e integra con orden 1/2 una

función potencial. Una interpretación minuciosa de este trabajo realizada por Igor Podlubny se

puede ver en [40].
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Cap. 1 Secc. 1.1

Casi un siglo después, en 1822, Fourier sugiere la utilización de la siguiente igualdad para realizar

la derivada de orden p de una función su�cientemente buena:

dp

dxp
f(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
λpdλ

∫ +∞

−∞
f(t)cos(λx− tλ+ p

π

2
)dt,

pero el primero en presentar una aplicación fue Abel en 1823 [1, 2], quien, al plantear el problema

de la tautócrona1, se encuentra con la siguiente expresión

k =

∫ x

0
(x− t)−1/2f(t)dt

que, salvo por una constante multiplicativa, se corresponde hoy en día con la integral fraccionaria

de orden 1/2 de Riemann-Liouville de la función f(x).

Abel escribió el lado derecho de la ecuación como
√
π d−1/2

dx−1/2 f(x). Luego operó en ambos lados de

la ecuación con d1/2

dx1/2 y obtuvo:
d1/2

dx1/2
k =

√
πf(x).

La solución de Abel fue catalogada como �elegante�, lo que atrajo la atención de Liouville, quien

después de una década volvió a trabajar en el Cálculo Fraccionario, y en 1832 hizo el primer gran

intento de de�nir una derivada fraccionaria.

Basándose en la de�nición de la función Gamma, Liouville, [31, 32] propone la siguiente de�nición

de derivada fraccionaria:

Dpx−a =
(−1)pΓ(a+ p)

Γ(a)
x−a−p−, a > 0

para funciones del tipo x−a con a > 0.

Otra vez estamos bajo una de�nición que se aplica sólo a un conjunto restringido de funciones.

La atención se desplazó entonces hacia la integral fraccionaria, pensando que quizás de ésta se

deduciría la de�nición de derivada como la de su operador inverso izquierdo, en analogía al caso

entero. En esos mismos escritos de 1832, Liouville obtuvo la siguiente fórmula:(
D−pf

)
(x) =

1

(−1)pΓ(p)

∫ ∞

0
tp−1f(x− t)dt, ℜ(p) > 0

1En 1673 el físico-matemático Cristian Huygens, publicó en su Tratado Sobre la Teor�ía de Relojes de Péndulo

su descubrimiento de que �El tiempo que tarda una partícula de masa m en deslizarse sobre un arco de cicloide

entre dos puntos distintos, es independiente del punto en el que inicie su movimiento�. Este descubrimiento se

conoce como el problema de la tautócrona.
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Cap. 1 Secc. 1.1

que hoy en día, eliminado el factor (−1)p, es conocida como la de�nición de Liouville por la

derecha de la integral fraccionaria de orden p.

Cabe mencionar también un escrito del gran matemático Riemann fechado en 1847, y de pub-

licación póstuma en 1876 [41]. Buscando una generalización de una serie de Taylor obtuvo la

expresión

D−pf(x) =
1

Γ(p)

∫ x

c
(x− t)p−1f(t)dt+Φ(x)

para la integral de orden fraccionario.

Debido a la ambigüedad del extremo inferior de integración c, Riemann consideró oportuno añadir

una función complementaria Φ(x) de naturaleza indeterminada, preocupándose por una medida

de desviación para el caso cD
−p
x f(x) y c′D

−p
x f(x) cuando c ̸= c′.

Alrededor de los años 1870, dos grandes matemáticos, Grünwald y Letnikov estudiaron el problema

de la diferenciación no entera, generalizando la de�nición de derivada de orden entero, basada en

el concepto de cociente incremental, utilizando la siguiente fórmula

(Dpf) (x) = h→0
(∇p

hf)(x)

hp

donde (∇p
hf)(x) =

∑n
j=0(−1)j

(
p
j

)
f(x − jh), con [n] = p. Esta fórmula es utilizada en la

actualidad debido a que es una de las más adecuadas para la realización de cálculos numéricos.

En 1884, Laurent [29], partiendo de la fórmula integral de Cauchy (conocida recién a partir del

año 1825),

cI
nf(t) =

1

(n− 1)!

∫ t

c
(t− τ)n−1f(τ)dτ,

de�ne la integral de oreden fraccionario como

cI
p
xf(x) =

1

Γ(p)

∫ x

c
(x− t)p−1f(t)dt, p ∈ R+.

Cuando x > c recuperamos la de�nición de integral fraccionaria de Riemann, pero sin la función

complementaria; mientras que para c = −∞ obtenemos la de�nición de la integral fraccionaria
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Cap. 1 Secc. 1.2

de Liouville.

Llegando �nalmente al siglo XX, nos encontramos en 1967 con la de�nición de derivada frac-

cionaria dada por Caputo [8], que es la primera que permite la formulación de condiciones iniciales

para Problemas de Valores Iniciales para ecuaciones diferenciales fraccionarias, involucrando sólo

el valor límite del orden de derivación entero en el extremo inferior (tiempo inicial) t = a.

La derivada de Caputo de orden α > 0, n− 1 < α < n y extremo a, está dada por

C
a D

αf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ.

Esta de�nición de derivada fraccionaria es la elegida para el análisis y resolución de los

problemas abordados esta tesis, pero antes, veremos algunas de�niciones básicas y propiedades

del cálculo fraccionario.

1.2 De�niciones básicas y propiedades

Las demostraciones que no se encuentran en esta sección pueden consultarse en [39] o en [42].

1.2.1 Las funciones especiales relacionadas al Cálculo Fraccionario

De�nición 1. Sea A = {z ∈ C/ℜ(z) > 0}. De�nimos la función Gamma como

Γ : A → C

z → Γ(z) =
∫∞
0 e−ttz−1dt.

(1.1)

Nota 1. La función Gamma así de�nida es una función entera en su dominio, más aún, se pro-

longa analíticamente a una función que seguiremos llamando Γ(z) sobre el dominio

Ω = C− {z = −n, n ∈ N0} dada por

Γ : Ω → C/ Γ(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!

1

n+ z
+

∫ ∞

1
e−ttz−1dt.

De�nición 2. Sea Θ =
{
(z, w) ∈ C2 / ℜ(z) > 0, ℜ(w) > 0

}
. De�nimos la función Beta como

B : Θ → C / B(z, w) =

∫ 1

0
τ z−1(1− τ)w−1dτ.

12



Cap. 1 Secc. 1.2

Proposición 1. Si hz,w(t) =
∫ t
0 τ

z−1(1− τ)w−1dτ, t ≥ 0, entonces

1. hz,w(t) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
tz+w−1.

2. Si t = 1, B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

Corolario 1. B(z, w) = B(w, z) ∀ z, w ∈ θ

Observación 1. Gracias a la Proposición 1 y al principio de identidad para funciones analíticas,

podemos extender a la función Beta analíticamente al dominio Ω a partir de la extensión de la

función Gamma.

Proposición 2. Propiedades de la función Gamma

i. Γ(z + 1) = zΓ(z) ∀ z ∈ Ω.

ii. Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + 1)...(z + n)
.

iii. Γ(z)Γ(1− z) = π
sen(πz) ∀ z/z ̸= 0,±1,±2, ...

iv. Γ(z)Γ(z + 1
2) =

√
π 21−2zΓ(2z).

Corolario 2. Γ(n+ 1
2) =

√
π (2n)!
22nn!

∀n ∈ N0. En particular,

Γ

(
1

2

)
=

√
π.

De�nición 3. Dado z ∈ C y α ∈ C/ℜ(α) > 0. Llamaremos función de Mittag-Le�er a la

de�nida por:

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
. (1.2)

Observación 2. Utilizando la siguiente propiedad de la función Gamma (ver [14]),

Γ(z + a)

Γ(z + b)
= za−b

[
1 +

1

2
z−1(a− b)(a+ b− 1) +O(z−2)

]
, |z| → ∞ (1.3)

se puede ver que la serie (1.2) converge en C, y por lo tanto la función de Mittag Le�er así

de�nida, es una función entera.

Observación 3. La función de Mittag-Le�er proporciona una generalización de la función ex-

ponencial, E1(z) = ez.

13
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Otros casos particulares son

E2(z
2) = cosh(z) ; E2(−z2) = cos(z)

E1/2(±z1/2) = ez
[
1− erf(±z1/2)

]
= ezerfc(∓z1/2)

donde el valor principal de la raíz cuadrada de z se asume en el plano complejo cortado a lo largo

del eje real negativo, y las funciones erf y erfc se de�nen como

erf(z) =
2√
π

∫ z

0
e−u2

du y erfc(z) = 1− erf(z). (1.4)

Una generalización de esta función fue propuesta por Agarwal en el año 1953 y consiste en sustituir

la constante 1 en el argumento de la función Gamma, por un nuevo parámetro complejo β.

De�nición 4. Llamaremos función de Mittag-Le�er generalizada o de dos parámetros a

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
z ∈ C, ℜ(α) > 0, β ∈ C.

Observación 4.

1. Claramente, se cumple que Eα,1(z) = Eα(z) ∀ z ∈ C.

2. Es fácil ver que

E1,m(z) =
1

zm−1

∞∑
k=0

1

zk+2

{
ez −

m−2∑
k=0

zk

k!

}
.

La siguiente función juega un papel fundamental en la teoría de ecuaciones diferenciales parciales

fraccionarias, en particular en la ecuación de difusión fraccionaria. Su nombre es en honor a E.

Maitland Wright, el eminente matemático británico que introdujo e investigó esta función desde

1933 [57, 58] llamándola originalmente función de Bessel generalizada .

De�nición 5. Llamaremos función de Wright a la función de�nida por

W(z, α, β) =

∞∑
k=0

zk

k!Γ(αk + β)
z ∈ C, α > −1, β ∈ C.

Observación 5. Como ocurrió con la función de Mittag�Le�er, la función de Wright es también

una generalización de la función exponencial, W(z, 0, 1) = ez.

Su relación con la función de Bessel, Jν(z) =
∑∞

k=0
(−1)k(z/2)2k+ν

k!Γ(ν+k+1) , está dada por

(z
2

)ν
W(−z2

4
, 1, ν + 1) = Jν(z).
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Cap. 1 Secc. 1.2

Pero el caso particular que es de nuestro mayor interés es el que involucra a la función

f(z) = e−
z2

4 , que es parte del núcleo de la ecuación del calor.

Si tomamos α = −1
2 y β = 1

2 , aplicando la Propiedad (2�iii) y el Corolario 2,

W
(
−z,−1

2
,
1

2

)
=

∞∑
k=0

(−z)k

k!Γ
(
−1

2k + 1
2

) =

∞∑
k=0

(−z)k

k!Γ
(
1−

(
1
2k + 1

2

))
=

∞∑
k=0

(−z)kΓ
(
1
2k + 1

2

)
sen

(
π
(
1
2k + 1

2

))
πk!

=
∞∑
k=0

(−z)kΓ
(
k
2 + 1

2

)
cos
(
π(k2

)
πk!

.

Siendo cos(π(k2 )) = 0 si k = 2n+ 1 y cos(π(k2 )) = (−1)n si k = 2n ,resulta

W
(
−z,−1

2
,
1

2

)
=

∞∑
n=0

(−z)2nΓ
(
n+ 1

2

)
(−1)n

π(2n)!
=

∞∑
n=0

√
π(−z2)n2−2n

π n!
=

e−
z2

4

√
π

.

Luego,

W(−z,−1

2
,
1

2
) =

1√
π
e−

z2

4 . (1.5)

Observación 6. Utilizando la Propiedad (2�iii), tenemos otra representación:

W(z, α, β) =

∞∑
k=0

zk

k!Γ(αk + β)
=

1

π

∞∑
k=0

zkΓ(1− αk − β)sen π(αk + β)

k!
.

1.2.2 Integrales y derivadas fraccionarias de Riemann�Liouville

La derivada de Riemann�Liouville aparece como el resultado de uni�car nociones de integración

y derivación de orden entero. Sea f ∈ L1[a, b], luego

(aI
1f)(t) =

∫ t

a
f(τ)dτ

existe, es �nita y tiende a 0 cuando t → a.

Podemos considerar la integral doble

(aI
2f)(t) =

∫ t

a
dτ1

∫ τ1

a
f(τ)dτ =

∫ t

a
f(τ)dτ

∫ t

τ
dτ1 =

∫ t

a
(t− τ)f(τ)dτ.

Integrando nuevamente se obtiene:

(aI
3f)(t) =

∫ t

a
dτ1

∫ τ1

a
dτ2

∫ τ2

a
f(τ3)dτ3 =

∫ t

a
dτ1

∫ τ1

a
(τ1 − τ)f(τ)dτ =

1

2

∫ t

a
(t− τ)2f(τ)dτ.

15



Cap. 1 Secc. 1.2

Es fácil probar por inducción que para el caso general tenemos la fórmula de Cauchy

(aI
nf)(t) =

1

Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ. (1.6)

Supongamos ahora que n es un natural �jo, k ≥ n y queremos hallar la derivada (k − n)−ésima

de la función f(t). Podríamos pensar que derivar (k − n) veces es equivalente a integrar primero

n veces y luego derivar k veces, vale decir:

f (k−n) = Dk [(aI
nf)(t)] =

1

Γ(n)
Dk

∫ t

a
(t− τ)n−1f(τ)dτ.

Esto nos induce a presentar las siguientes de�niciones.

De�nición 6. Sea [a, b] ⊂ R, α ∈ R+ tal que n− 1 < α ≤ n. Sea f ∈ L1[a, b]. La integral

aI
αf(t) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1f(τ)dτ

se denomina integral fraccionaria de Riemann�Liouville de orden α.

Si α = 0, de�nimos aI
0f(t) = f(t), el operador identidad.

Observación 7. La de�nición anterior es una buena de�nición ya que este operador se puede

ver como la convolución de las siguientes funciones:

χ(t) =


tα−1

Γ(α) si 0 < t < b− a

0 si no.
y f̃(t) =


f(t) si a < t < b

0 si no.

y podemos usar un resultado clásico de la teoría de integración de Lebesgue ( ver [6] pág. 66), que

nos asegura que la convolución de dos funciones en L1 es una función de L1.

Proposición 3. El conjunto de operadores
{
aI

α : L1[a, b] → L1[a, b]; α ≥ 0
}

junto con la

operación composición forman un semigrupo donde el operador aI
0 es el elemento neutro.

Proposición 4. Sea f ∈ L1[a, b]. Entonces

lim
α↘0

aI
αf(t) = f(t) c.t.p en [a, b].

Demostración. Ver Teorema 2.7 en [46].
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De�nición 7. Notaremos con ACn[a, b] al conjunto de funciones derivables con derivada continua

hasta el orden (n− 1), tal que la derivada (n− 1) es absolutamente continua, esto es, funciones

f ∈ C(n−1)[a, b] para las cuales existe c.t.p. una función g ∈ L1[a, b] tal que

f (n−1)(x) = f (n−1)(a) +

∫ x

a
g(t)dt.

Claramente, f (n−1) es derivable c.t.p. y notaremos g(t) = f (n)(t).

Proposición 5. El espacio de funciones ACn[a, b] está constituido sólo por funciones f(t) que

pueden ser representadas de la siguiente manera

f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1φ(τ)dτ +

n−1∑
k=0

ck(t− a)k = aI
nφ(t) +

n−1∑
k=0

ck(t− a)k. (1.7)

donde φ(·) ∈ L1(a, b), ck constantes arbitrarias.

Demostración. Sea f ∈ ACn[a, b]. Por de�nición, f ∈ C(n−1)(a, b) y existe una función integrable

a la que llamaremos f (n) tal que

f (n−1)(t) = c+

∫ t

a
f (n)(τ)dτ.

En particular,

f (n−1)(t) = f(a) + aI
1f (n)(t). (1.8)

Integrando n− 1 veces (1.8) entre a y t,

f(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k + aI

nf (n)(t). (1.9)

Finalmente, reemplazando la fórmula de Cauchy (1.6) en (1.9), resulta que

f(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k +

1

(n− 1)!

∫ t

a
(t− τ)n−1f (n)(τ)dτ. (1.10)

La recíproca es trivial derivando (n− 1)�veces y utilizando la De�nición 7.

Observación 8. Según la De�nición 7 y la caracterización dada en la Proposición 5,

si f ∈ ACn[a, b] entonces

f(t) = aI
nf (n)(t) +

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k. (1.11)
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De�nición 8. Sea α ∈ R+ tal que n − 1 < α ≤ n. Sea f ∈ ACn[a, b]. Llamaremos derivada de

Riemann�Liouville de orden α a

RL
a Dαf(t) =

[
Dn

aI
n−αf

]
(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−1f(τ)dτ

Si α = 0, de�nimos RL
a D0f(t) = f(t), el operador identidad.

Observación 9. Contrariamente al caso entero, la derivada fraccionaria de Riemann�Liouville

es un operador no local, quedando de�nido por medio de una integral que depende de los valores

que la función asuma en todo el intervalo de integración.

Ejemplo 1. Integración y derivación fraccionaria de la función (t− a)β.

Sea β > −1. Teniendo en cuenta la Proposición 1, resulta

∫ t

a
(t− τ)α−1(τ − a)βdτ =

Γ(β + 1)Γ(α)

Γ(β + 1 + α)
(t− a)α+β.

Luego,

aI
α((t− a)β) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1(τ − a)βdτ =

Γ(β + 1)

Γ(β + α+ 1)
(t− a)β+α.

De este resultado se desprende que, si (n− 1) < α ≤ n, y β = α− j para j = 1, ..., n,

RL
a Dα(t− a)α−j =

dn

dtn
( aI

n−α((t− a)α−j) =
dn

dtn

[
Γ(α− j + 1)

Γ(α− j + n− α+ 1)
(t− a)α−j+n−α

]

=
dn

dtn

[
Γ(α− j + 1)

Γ(−j + n+ 1)
(t− a)−j+n

]
= 0.

Si β ̸= α− j, j = 1, ..., n,

RL
a Dα(t− a)β =

dn

dtn
( aI

n−α(f(t)) =
dn

dtn

[
Γ(β + 1)

Γ(β + n− α+ 1)
(t− a)β+n−α

]
=

Γ(β + 1)(t− a)β−α

Γ(β − α+ 1)
.

Luego

RL
a Dα(t− a)β =


Γ(β+1)

Γ(β−α+1)(t− a)β−α si β ̸= α− j, j = 1, ..., n

0 si β = α− j, j = 1, ..., n.

Podemos decir entonces que las funciones (t − a)α−j , j = 1, 2, ..., n cumplen el rol que las

constantes desarrollan en la derivación entera, para el operador derivada fraccionaria de Riemann-

Liouville de orden α.

Más aún, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una constante no es cero. En efecto:

RL
a Dα(C) = C RL

a Dα(1) = C RL
a Dα((t− a)0) =

Γ(C)

Γ(−α+ 1)
(t− a)−α =

C

Γ(−α+ 1)(t− a)α
.
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Proposición 6. El operador Derivada fraccionaria de Riemann�Liouville es lineal

RL
a Dα(λf(t) + µg(t)) = λRL

a Dαf(t) + µRL
a Dαg(t)

Teorema 1. Sea α > 0 y f ∈ ACn[a, b]. Entonces RL
a Dαf existe para casi todo punto y puede

represntarse de la siguiente manera

RL
a Dαf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α +

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ. (1.12)

Demostración. Sea f ∈ ACn[a, b]. Por Observación 8,

f(t) = aI
nf (n)(t) +

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k.

Aplicando la De�nición 8, la Proposición 6, la Proposición 3 y el Ejemplo 1,

RL
a Dαf(t) =

[
Dn

aI
n−αf

]
(t) = Dn

aI
n−α

[
aI

nf (n)(t) +

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

]

= Dn
[
aI

n−α
aI

nf (n)(t)
]
+

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
RL
a Dα

[
(t− a)k

]

= Dn
aI

n
[
aI

n−α f (n)(t)
]
+

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!

Γ(k + 1)

Γ(k + 1− α)
(t− a)k−α

= aI
n−α f (n)(t) +

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!

Γ(k + 1)

Γ(k + 1− α)
(t− a)k−α

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ +

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α. (1.13)

Como f (n) ∈ L1(a, b) y n− α > 0, la Observación 7 nos asegura que aI
n−α f (n)(t) existe c.t.p, y

con esto resulta la tesis.

Observación 10. La caracterización (1.12) permite apreciar con claridad que este tipo de derivada

presenta singularidades de orden α− k para k = 0, ..., n− 1.

Observación 11. Cuando α es natural, la derivada fraccionaria de Riemann�Liouville coincide

con la derivada entera usual ya que

(
RL
a Dnf

)
(t) =

[
Dn

aI
n−nf

]
(t) =

[
Dn

aI
0f
]
(t) = f (n)(t).
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Proposición 7. El operador derivación fraccionaria de Riemann�Liouville es un inverso a izquierda

del operador integración fraccionaria de Riemann�Liouville de mismo orden α. Esto es,

si f ∈ L1[a, b], entonces

RL
a Dα

aI
αf(t) = f(t) c.t.p.

Demostración. Sea f ∈ L1[a, b]. Dado α > 0 tal que (n − 1) < α ≤ n. Debido al Teorema

Fundamental del Cálculo resulta que

DnIn(f) = f.

Luego, aplicando la Proposición 3 resulta

RL
a Dα

aI
αf(t) = Dn(aI

n−α(aI
αf(t)) = Dn(aI

nf(t)) = f(t) c.t.p.

Proposición 8. Si RL
a Dαf ∈ L1[a, b], entonces

aI
α(RL

a Dαf)(t) = f(t)−
n−1∑
j=1

(RL
a Dα−jf)(a+)

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)
− (t− a)α−n

Γ(α+ 1− k)
aI

n−af(a+).

En particular, si 0 < α < 1,

aI
α(RL

a Dαf)(t) = f(t)− aI
1−αf(a+)

Γ(α)(t− a)1−α
.

Observación 12. De la proposición anterior se desprende que el operador integral de Riemann�

Liouville en general, no es el inverso a izquierda del operador derivada fraccionaria de Riemann�

Liouville.

Proposición 9. Sean n− 1 < α ≤ n, m− 1 < β ≤ m. Entonces:

1. Si k ∈ N y f ∈ ACn+k[a, b] entonces dk

dtk
(RL
a Dαf(t)) = RL

a Dα+kf(t).

2. Si k ∈ N y f ∈ ACn+k[a, b] entonces RL
a Dα

(
dk

dtk
f(t)

)
= RL

a Dα+kf(t)−
∑k−1

j=0
f (j)(a)(t−a)j−α−k

Γ(1+j−α−k) .

3. Si f ∈ ACm[a, b] y aD
βf ∈ ACn[a, b] entonces

RL
a Dα

(
RL
a Dβf(t)

)
= RL

a Dα+βf(t)−
∑m

j=1(
RL
a Dβ−jf)(a+) (t−a)−α−j

Γ(1−α−j) .

Observación 13. Intercambiando los roles de α y β en la Proposición anterior, tenemos:

RL
a Dβ

(
RL
a Dαf(t)

)
= RL

a Dα+βf(t)−
n∑

j=1

(RL
a Dα−jf)(a+)

(t− a)−β−j

Γ(1− β − j)
.
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Con esto podemos concluir que, en general, los operadores derivada fraccionaria de Riemann�

Liouville de distintos órdenes (el caso α = β ya lo analizamos) no conmutan.

Si f (j)(a) = 0, ∀ k = 0, 1, 2, ..., n − 1, entonces el operador derivada fraccionaria de Riemann�

Liouville conmuta con el operador dn

dtn .

O bien, si resulta que:
RL
a Dα−jf(a+) = 0, ∀ j = 1, ...,m,

RL
a Dβ−jf(a+) = 0, ∀ j = 1, ..., n,

podemos asegurar que RL
a Dα(RL

a Dβf(t)) = RL
a Dβ(RL

a Dαf(t)) = RL
a Dα+βf(t).

Ejemplo 2. Consideremos la función f(x) = x−1/2 y sean α1 = α2 =
1
2 .

Por lo visto en el Ejemplo 1, resulta que

RL
0 Dα1f(x) = RL

0 Dα2f(x) = 0

mientras que,

RL
0 Dα1+α2f(x) = RL

0 D1f(x) = f ′(x) = − 1

2x3/2
.

Hasta aquí, el operador derivada fraccionaria de Riemann�Liouville se comporta de una forma

�aceptable�. Sin embargo, no todas las propiedades de la derivada tal cual la conocemos tienen

una propiedad análoga correspondiente al operador fraccionario.

Veremos a continuación cómo la regla del producto y la regla de la cadena no son sencillas de

aplicar cuando trabajamos con derivada fraccionaria de Riemann�Liouville.

Teorema 2. Las siguientes fórmulas son válidas

1. Fórmula de Leibnitz para la derivada entera de orden n. Si f , g ∈ Cn[a, b], entonces

Dn[f.g] =

n∑
j=0

(
n

j

)
(Djf)(Dn−jg).

2. Fórmula de Leibnitz para el operador de Riemann�Liouvillle de orden α. Sea

α > 0, n − 1 < α ≤ n, y supongamos que f y g son dos funciones analíticas en un entorno del

punto a. Entonces

RL
a Dα[f.g](x) =

n−1∑
j=0

(
α

j

)
(Djf)(x)RL

a (Dα−jg)(x) +

∞∑
j=n

(
α

j

)
(Djf)(aI

j−αg)(x).
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Se puede ver la demostración de este teorema en [11].

Con respecto a la regla de la cadena, presentamos el siguiente teorema.

Teorema 3. Las siguientes fórmulas son válidas

1. Fórmula de Faá di Bruno. Si f y g ∈ Cn[a, b], entonces

Dn[f(g(·))](x) =
∑

(Dkf)(g(x))

n∏
j=1

(Djg(x))bj .

donde la suma se realiza sobre todas las particiones de {1, 2, ..., n} y, para cada partición, k es el

número de bloques y bj es el número de bloques con exactamente j elementos.

2. Fórmula de Faá di Bruno para el operador de Riemann�Liouvillle de orden α.

Sea α > 0, n−1 < α ≤ n, y supongamos que f y g veri�can todas las condiciones de derivabilidad

que sean necesarias. Entonces

RL
a Dα[f(g(·))](x) =

∞∑
k=0

(
α

k

)
k!(x− a)k−α

Γ(k − α+ 1)

k∑
l=1

(Dlf)(g(x))
∑

{a1,a2,...,ak}∈Ak,i

k∏
r=1

1

ar!

(
Drg(x)

r!

)ar

+
(x− a)−α

Γ(1− α)
f(g(x)).

donde {a1, a2, ..., ak} ∈ Ak,i signi�ca que

a1, ..., ak ∈ N0,
k∑

r=1

rar = k y
k∑

r=1

ar = l.

Una prueba del item 1. puede encontrarse en [27], y una prueba del item 2. puede encontrarse en

[39].

Teorema 4. Sea α > 0, n − 1 < α ≤ n. Si f ∈ Cn[a, b], entonces valen los siguientes límites

puntualmente en (a, b]:

1. lim
α↗n

RL
a Dαf(t) = f (n)(t)

2. lim
α↘n−1

RL
a Dαf(t) = f (n−1)(t).

Demostración. 1. Sea t > a. Reemplazando con la igualdad (1.12) donde ahora f (n) es la

derivada n�ésima ya que f ∈ Cn[a, b], utilizando las Proposiciones 3, 4 y 6, y teniendo en cuenta

que lim
y↗z

1
Γ(y) = 0 ∀ z ∈ Z−

0 ,
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lim
α↗n

RL
a Dαf(t) = lim

α↗n

[
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α + aI

(n−α)f (n)(t)

]

=

n−1∑
k=0

f (k)(a) lim
α↗n

1

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α + lim

α↗n
aI

(n−α)f (n)(t) = f (n)(t).

2. Como en el item anterior, teniendo en cuenta ahora que, si α ↘ n−1 entonces α+1−n ↘ 0,

y que Γ(n− α) → 1, si α ↘ n− 1,

lim
α↘n−1

RL
a Dαf(t) = lim

α↘n−1

[
n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α + aI

(n−α)f (n)(t)

]

=
n−1∑
k=0

f (k)(a) lim
α↘n−1

1

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α + lim

α↘n−1
aI

(n−α−1)I1f (n)(t)

= f (n−1)(a) + I1f (n)(t) = f (n−1)(t).

1.2.3 Derivada Fraccionaria de Caputo

La de�nición de derivada de Riemann�Liouville tuvo un papel muy importante en el desarrollo

de la teoría del cálculo fraccionario y de sus aplicaciones puramente matemáticas (solución de

ecuaciones diferenciales de orden entero, de�nición de nuevas clases de funciones, suma de se-

ries, etc.). Sin embargo, para los problemas que surgieron en aplicaciones modernas y en los

que se disponía de condiciones iniciales físicas concretas, se pre�rió otra de�nición de derivada

fraccionaria, también introducida por Liouville pero utilizada por primera vez por Caputo [8].

Esta de�nición tiene la ventaja de requerir únicamente el conocimiento de los valores iniciales de

la función y de sus derivadas de orden entero si es aplicada en conjunción con el método de la

Transformada de Laplace.

De�nición 9. Sean α > 0, n ∈ N tal que n − 1 < α ≤ n y

f ∈ Wn(a, b) =
{
f ∈ Cn(a, b] | f (n) ∈ L1[a, b]

}
. De�nimos la derivada fraccionaria de Caputo

de orden α como

C
a D

αf(t) =

 1
Γ(n−α)

∫ t
a(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ, n− 1 < α < n

f (n)(t), α = n.
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Observación 14. Claramente se desprende de esta de�nición que la derivada fraccionaria de

Caputo es la intgral fraccionaria de orden n− α de la función f (n)(t),

C
a D

αf(t) = aI
n−αf (n)(t).

Nota 2. Reconsiderando la igualdad (1.12)

RL
a Dαf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α +

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ

podemos ver la relación que hay entre la derivada fraccionaria de Riemann�Liouville y la de

Caputo:

RL
a Dαf(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(1 + k − α)
(t− a)k−α + C

a D
αf(t). (1.14)

Más aún, podemos decir que la derivada fraccionaria de Caputo es una derivada de Riemann�

Liouville a la que le han quitado sus singularidades.

Proposición 10. Sean α > 0 y n ∈ N tal que −1 < α ≤ n. Sea f ∈ Wn(a, b). Entonces

lim
α↗n

C
a D

αf(t) = f (n)(t).

Demostración. Basta aplicar la Proposición 4.

Observación 15. Contrariamente a lo que ocurría con la derivada fraccionaria de Riemann�

Liouville, la derivada fraccionaria de Caputo de una constante es cero.

C
a D

α(K) = 0.

Proposición 11. El operador Derivada fraccionaria de Caputo es lineal

C
a D

α(λf(t) + µg(t)) = λ C
a D

αf(t) + µ C
a D

αg(t)

Ejemplo 3. Derivada de Caputo de la función (t− a)β:

Sea α > 0 tal que n− 1 < α ≤ n. Sea β > n− 1.

Observemos que, si β = j, j = 0, ..., n− 1,

C
a D

α(t− a)j = aI
n−α

(
dn

dt
(t− a)j

)
= 0.
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Ahora bien, sea β ̸= j, j = 0, ..., n− 1, β > 0.

C
a D

α(t− a)β = aI
n−α(

dn

dt
(t− a)β) = aI

n−α
(
β(β − 1)...(β − n+ 1)(t− a)β−n

)
= aI

n−α

(
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(t− a)β−n

)
.

Y teniendo en cuenta que

aI
α((t− a)β) =

1

Γ(α)

∫ t

a
(t− τ)α−1(τ − a)βdτ =

Γ(β + 1)

Γ(β + α+ 1)
(t− a)β+α,

resulta

C
a D

α(t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)

Γ(β − n+ 1)

Γ(n− α+ β − n+ 1)
(t− a)β−n+n−α =

Γ(β + 1)

Γ(β − α+ 1)
(t− a)β−α.

(1.15)

Podemos decir entonces que las funciones (t − a)j , j = 0, 1, ..., n − 1 cumplen el rol que las

constantes desarrollan en la derivación entera, para el operador derivada fraccionaria de Caputo

de orden α.

Además, comparando con los resultados obtenidos en el Ejemplo 1, resulta que las derivadas de

Riemann�Liouville y la de Caputo coinciden para β > 0 y α > β, y esto acuerda con la igualdad

(1.14) ya que dj

dtj
(t− a)β

∣∣∣
t=a

= 0 para j = 0, ..., n− 1.

La siguiente proposición muestra que la función de Mittag�Le�er es la �exponencial� de la derivada

fracccionaria de Caputo.

Proposición 12. C
a D

αEα.1(λ(t− a)α) = λEα.1(λ(t− a)α), α > 0, λ ∈ R .

Demostración. Sea α > 0 y λ ∈ R. Como vimos en la De�nición 4 la función de Mittag�Le�er

está dada por la siguiente serie

Eα,1(λ(t− a)α) =

∞∑
k=0

(λ(t− a)α)k

Γ(αk + β)
α > 0, λ ∈ R.

Esta serie converge uniformemente sobre conjuntos compactos, luego es lícito derivar e integrar

término a término.

Haciendo la sustitución τ = (t+ a)s+ a y aplicando �nalmente la Proposición 1, resulta

C
a D

αEα.1(λ(t− a)α) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1 dn

dτn

( ∞∑
k=0

λk (τ − a)αk

Γ(αk + 1)

)
dτ

=
1

Γ(n− α)

∞∑
k=1

λk(αk(αk − 1)...(αk − n+ 1))

Γ(αk + 1)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1(τ −a)αk−ndτ =
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=
1

Γ(n− α)

∞∑
k=1

λk

Γ(αk − n+ 1)

∫ t−a
t+a

0
(t+ a)αk−α

(
t− a

t+ a
− s

)n−α−1

sαk−nds

=
1

Γ(n− α)

∞∑
k=1

λk

Γ(αk − n+ 1)
(t+ a)αk−αΓ(αk + 1− n)Γ(n− α)

Γ(αk − α+ 1)

(
t− a

t+ a

)αk−α

=

∞∑
k=1

λk

Γ(αk − α+ 1)
(t− a)αk−α =

∞∑
k=1

λk (t− a)α(k−1)

Γ(α(k − l) + 1)
=

∞∑
k=0

λk+1 (t− a)αk

Γ(αk + 1)

= λ
∞∑
k=0

λk (t− a)αk

Γ(αk + 1)
= λEα.1(λ(t− a)α).

Veamos otra diferencia entre la derivada fraccionaria de Caputo y la derivada fraccionaria de

Riemann�Liouville:

Proposición 13.

C
a D

α(Ca D
mf(t)) = C

a D
α+mf(t) m = 0, 1, 2, ... ; n− 1 < α < n

(mientras que en el caso de la derivada fraccionaria de Riemann�Liouville teníamos
dn

dtn
( aD

αf(t)) = aD
α+nf(t) )

Más aún

C
a D

α(Ca D
mf(t)) = C

a D
m(Ca D

αf(t)) = C
a D

α+mf(t)

si f (j)(a) = 0, j = n, n+ 1, ...m, m = 0, 1, 2, ... ; n− 1 < α < n

(mientras que en la derivada fraccionaria de Riemann�Liouville teníamos
dn

dtn
( aD

αf(t)) = aD
α(

dn

dtn
f(t)) si f (j)(a) = 0, ∀ k = 0, 1, 2, ..., n− 1).
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Capítulo 2

La Ecuación de Difusión Fraccionaria.

Problemas de valores iniciales y de

contorno en el primer cuadrante

2.1 La Ecuación de Difusión Fraccionaria

2.1.1 Deducción de la Ecuación del Calor

La ecuación unidimensional del calor, estudiada inicialmente por Fourier en los comienzos del

siglo XIX, se ha convertido a lo largo de los años en el paradigma para el estudio de las ecuaciones

en derivadas parciales de tipo parabólico.

Veamos a continuación cómo a partir de consideraciones físicas relacionadas a la teoría de conduc-

ción del calor nos permiten plantear una ecuación que describirá la evolución de la temperatura

en el tiempo, cuya solución es una distribución de temperatura. (Véase [7, 47, 56])

De�nición 10. Una unidad de calor es la cantidad necesaria para alcanzar en una unidad de

agua, una unidad de temperatura.

Por ejemplo, una caloría es la cantidad necesarria de calor para alcanzar en un gramo de agua, un

grado centígrado. Un BTU (British Termal Unit) es la cantidad necesaria para alcanzar en una

libra de agua, un grado Fahrenheit. Esta unidad es mucho más grande, de hecho, 1 BTU= 252
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cal, aproximadamente.

Esta de�nición supone que la cantidad necesaria de calor para alcanzar la temperatura deseada es

independiente de la temperatura inicial. Para poder realizar un modelo, haremos más supuestos.

Veamos a continuación dos postulados acerca de la naturaleza del calor.

Postulado A (Absorción) La cantidad de calor necesaria para elevar la temperatura de un objeto

de masa m en una cantidad ∆u es proporcional a la masa y a la variación de la temperatura

cm∆u. (2.1)

Aquí c es la constante de proporcionalidad y suponemos que varía según varíe el material.

De�nición 11. Llamaremos a la constante c dada en (2.1), calor especí�co del material.

Por ejemplo, c = 1 para el agua, c = 0.03 para el plomo y c = 0.06 para la plata, aproximadamete.

Postulado B (Conducción) Consideremos una barra recta de material homogéneo, extremos

aislados, longitud ∆x y cuyas secciones transversales son constantes de área A. La cantidad de

calor que �uye a través de un área por unidad de tiempo es proporcional a la tasa de cambio de

la temperatura respecto de la distancia perpendicular al área, al área y a la longitud de tiempo

durante la cual ocurre el �ujo.

∆Q = −lA
∆u

∆x
∆t. (2.2)

x

B C

x+∆x

El �ujo se toma en la dirección creciente de x cuando ∆u/∆x < 0 y en dirección opuesta cuando

∆u y ∆x son positivos.
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De�nición 12. La constante de proporcionalidad en (2.2) l, se denomina conductividad térmica

del material.

En particular si el gradiente de temperatura ∆u
∆x es de 1 centígrado por centímetro, entonces l es

el número de calorías del �ujo de calor a través de 1cm2 de sección transversal en 1seg.

Para el agua l = 0.0014, para el plomo 0.083 y plata l = 1.006, aproximadamente.

Observación 16. El Postulado B se conoce también como la Ley de Fourier, que establece que el

�ujo de transferencia de calor por conducción en un medio isótropo1 es proporcional y de sentido

contrario al gradiente de temperatura en esa dirección.

q = −k∇u. (2.3)

En efecto, si tomamos límite cuando los incrementos de las variables tienden a cero en la ecuación

(2.2), resulta
∂Q

∂t
(x, t) = −lA

∂u

∂x
(x, t).

Poniendo ∂Q
∂t = q (q es el �ujo de transferencia del calor) y k = lA, obtenemos la ecuación (2.3).

De acuerdo con la ecuación (2.2), podemos decir que la cantidad de calor que �uye de izquierda

a derecha a través del plano B es

−lA∆t
∆u

∆x

∣∣∣∣
x

De manera similar, la cantidad de �ujo que �uye de izquierda a derecha a través del plano C es

−lA∆t
∆u

∆x

∣∣∣∣
x+∆x

La cantidad neta de calor que se acumula en el cuerpo entre los planos B y C es la cantidad que

entra por B menos la cantidad que sale por C

−lA∆t
∆u

∆x

∣∣∣∣
x

+ lA∆t
∆u

∆x

∣∣∣∣
x+∆x

= lA∆t

[
∆u

∆x

∣∣∣∣
x+∆x

− ∆u

∆x

∣∣∣∣
x

]
Esta cantidad de calor acumulado eleva o baja la temperatura del material, luego aplicando el

postulado A tenemos que

1Es aquel medio en el cual las propiedades físicas no dependen de la dirección en la que son examinadas.
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lA∆t

[
∆u

∆x

∣∣∣∣
x+∆x

− ∆u

∆x

∣∣∣∣
x

]
= mc∆u = ρA∆xc∆u (2.4)

puesto que la masa de un cuerpo se calcula como volumen por densidad (ρ).

Dividiendo ambos lados de (2.4) por A,∆x , ∆t y haciendo que∆x y∆t tiendan a cero, obtenemos

l
∂2

∂x2
u(x, t) = ρc

∂

∂t
u(x, t)

y poniendo a = l
ρc ,

a
∂2

∂x2
u(x, t) =

∂

∂t
u(x, t). (2.5)

Llamaremos a a difusividad del material.

2.1.2 La ecuación de Difusión Fraccionaria

Retomemos la Ley de Fourier (2.3). Debido al caracter local de esta propiedad, la vamos a notar

con el supraíndice l,

ql(x, t) = −k
∂

∂x
u(x, t). (2.6)

Podemos escribir a la ecuación del calor en términos del �ujo de la siguiente manera:

a
∂

∂x

(
−1

k
ql(x, t)

)
=

∂u

∂t
(x, t) (2.7)

Siguiendo el planteo propuesto en [16], en vez de considerar el �ujo instantáneo ql, vamos a

considerar la siguiente expresión

qt =
∂

∂t
0I

αql =
∂

∂t

1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1ql(x, τ)dτ (2.8)

donde 0I
α es el operador integral de Riemann�Liouville.

Físicamente podríamos pensar que estamos estableciendo un nuevo �ujo que está dado en función

de una derivada en el tiempo de una suma ponderada de �ujos locales retrocediendo en el tiempo.

Reemplazando (2.8) en (2.7), resulta

a
∂

∂x

(
−1

k
qt(x, t)

)
=

∂u

∂t
(x, t)

a
∂

∂x

(
−1

k

∂

∂t
0I

αql(x, t)

)
=

∂u

∂t
(x, t) (2.9)

Vamos a buscar una forma equivalente para (2.9), suponiendo que es posible intercambiar el

orden de derivación y teniendo en cuenta que el �ujo local en el instante t = 0 es nulo, esto es

ql(x, 0) ≡ 0.
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Integrando (2.9) entre 0 y t,

−a

[
∂

∂x
0I

α

(
1

k
ql(x, t)

)
− ∂

∂x
0I

α

(
1

k
ql(x, 0)

)]
= u(x, t)− u(x, 0)

−a
∂

∂x
0I

α

(
1

k
ql(x, t)

)
= u(x, t)− u(x, 0).

Con el objetivo de despejar ql, aplicamos derivada de Caputo C
0 D

α
t a ambos miembros. Observe-

mos que estamos derivando en función del tiempo y, recordando que C
0 D

α
t (K) = 0, resulta

−a C
0 D

α
t I

α

(
∂

∂x

1

k
ql(x, t)

)
= C

0 D
α
t u(x, t).

Ahora bien, como hemos considerado ql(x, 0) ≡ 0 y α ∈ (0, 1), resulta que el el operador derivada

de Caputo coincide con el de Riemann�Liouville y podemos aplicar la Proposición 7 que nos

asegura que C
0 D

α es inverso a izquierda del operador integral 0I
α, luego

a

(
− ∂

∂x

1

k
ql(x, t)

)
= C

0 D
α
t u(x, t) (2.10)

y reemplazando nuevamente (2.6) en (2.10), obtenemos la Ecuación de Difusión Fraccionaria

(EDF)

a
∂2

∂x2
u(x, t) = C

0 D
α
t u(x, t). (2.11)

2.2 Algunos resultados relativos a la función de Wright

Como vimos en la De�nición 5, la función de Wright está dada por la siguiente serie

W(z, α, β) =
∞∑
k=0

zk

k!Γ(αk + β)
z ∈ C, α > −1, β ∈ C. (2.12)

Es sencillo ver que esta función es una función entera si α > 0, pero E. M. Wright probó que la

función es entera aún cuando α > −1 ([58]).

Esta serie converge uniformemente sobre conjuntos compactos, luego podemos calcular su derivada

derivando término a término,

d

dz
W(z, α, β) =

∞∑
n=0

d

dz

(z)n

n!Γ (αn+ β)
=

∞∑
n=1

(z)n−1

(n− 1)!Γ (αn+ β)
=

∞∑
n=0

(z)n

n!Γ (α(n+ 1) + β)

=

∞∑
n=0

(z)n

n!Γ (αn+ (α+ β))
= W(z, α, α+ β). (2.13)
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De�nición 13. Llamaremos función de Mainardi al siguiente caso particular de la función de

Wright:

Mν(z) = W(−z,−ν, 1− ν) =

∞∑
n=0

(−z)n

n!Γ (−νn+ 1− ν)
, z ∈ C, 0 < ν < 1. (2.14)

2.2.1 Comportamiento asintótico

Teorema 5. Si −1 < ρ < 0, y = −z, |arg y| ≤ min{3
2π(1 + ρ), π} − ϵ, ϵ > 0, entonces

W(z, ρ, β) = I(Y ), Y → ∞,

donde

I(Y ) = Y 1/2−βe−Y

{
M−1∑
m=0

AmY −m +O(Y −M )

}
y Y = (1 + ρ)

(
(−ρ)−ρy

) 1
1+ρ .

Los coe�cientes Am, m = 0, 1, ... están de�nidos mediante la expansión asintótica

Γ(1− β − ρt)

2π(−ρ)−ρt(1 + ρ)(1+ρ)(t+1)Γ(t+ 1)
=

M−1∑
m=0

(−1)mAm

Γ
(
(1 + ρ)t+ β + 1

2 +m
)

+O

(
1

Γ
(
(1 + ρ)t+ β + 1

2 +M
)) ,

válida para arg t, arg(−ρt) y arg(1− β − ρt) entre −π y π, cuando t tiende a in�nito.

Se puede ver la prueba de este teorema en [58], y será de gran utilidad ya que nos permite enunciar

los siguientes corolarios, cuyos resultados serán utilizados en los próximos capítulos.

El siguiente corolario fue probado por Mainardi ([37]).

Corolario 3. La función de Mainardi presenta el siguiente comportamiento asintótico en el in-

�nito

Mν

(x
ν

)
∼ a(ν)x(ν−1/2)/(1−ν)exp

[
−b(ν)x1/(1−ν)

]
, (2.15)

donde a(ν) =
1√

2π(1− ν)
> 0 y b(ν) =

1− ν

ν
.

Corolario 4.

lim
x→∞

W
(
−x,−α

2
, 1
)
= 0 y lim

x→∞
W
(
−x,−α

2
, 1 +

α

2

)
= 0.

Corolario 5.

lim
x→∞

Mα/2 (x) = 0.
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Corolario 6. Si 0 < α < 1 y x ∈ R+, existe R > 0 tal que,∣∣∣W (
−x,−α

2
, 1− α

)∣∣∣ < P

(
bx

1
1−α

2

)
exp

{
−bx

1
1−α

2

}
∀x > R,

donde P (x) es un polinomio de grado menor o igual que 1 y b = (1− α
2 )(

α
2 )

α
2−α > 0.

Demostración. Consideremos la función W
(
−x,−α

2 , 1− α
)
. Es lícito aplicar el Teorema 5. En

este caso tenemos

Y =
(
1− α

2

)((α
2

)α
2
x

) 1
1−α

2
= bx

1
1−α

2 y b =
(
1− α

2

)(α
2

) α
2−α

> 0.

Luego

W
(
−x,−α

2
, 1− α

)
= (bx

1
1−α

2 )α−1/2 exp

{
−bx

1
1−α

2

}{M−1∑
m=0

Am(bx
1

1−α
2 )−m +O

(
(bx

1
1−α

2 )−M

)}
.

Dado que x > 0,

W(−x,−α
2 , 1− α)

(bx
1

1−α
2 )α−1/2 exp

{
−bx

1
1−α

2

} −
M−1∑
m=0

Am(bx
1

1−α
2 )−m = O

(
(bx

1
1−α

2 )−M

)
.

Pero esto signi�ca que existe un R > 0 tal que

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

W(−x,−α
2
,1−α)

(bs
1

1−α
2 )α−1/2 exp

{
−bx

1
1−α

2

} −
M−1∑
m=0

Am(bx
1

1−α
2 )−m

(bx
1

1−α
2 )−M

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ C, si x > R.

Esta expresión es válida para M ≥ 1. En particular, si tomamos M = 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

W(−x,−α
2
,1−α)

(bx
1

1−α
2 )α−1/2 exp

{
−bx

1
1−α

2

} −A0

(bx
1

1−α
2 )−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ C si x > R,

o equivalentemente

(bx
1

1−α
2 )α−1/2

(
−C(bx

1
1−α

2 )−1 +A0

)
≤ W(−x,−α

2
,1−α)

exp

{
−bx

1
1−α

2

} ≤ (bx
1

1−α
2 )α−1/2

(
C(bx

1
1−α

2 )−1 +A0

)
.

Luego∣∣∣W (
−x,−α

2
, 1− α

)∣∣∣ ≤ (bx
1

1−α
2 )α−1/2

(
C(bx

1
1−α

2 )−1 + |A0|
)
exp

{
−bx

1
1−α

2

}
, si x > R.

(2.16)
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Si 0 < α < 1
2 , entonces (bx

1
1−α

2 )α−1/2 < (bR
1

1−α
2 )α−1/2 para todo x > R. Si α = 1

2 ,

(bx
1

1−α
2 )α−1/2 = 1. Y por último, si 1

2 < α < 1, tomando R su�cientemente grande de

manera que bx
1

1−α
2 > 1, sigue que (bx

1
1−α

2 )α−1/2 < (bx
1

1−α
2 ) cualquiera sea x > R. Luego,

existen dos constantes B0 y B1 que dependen de α tales que

(bx
1

1−α
2 )α−1/2 < B0 +B1(bx

1
1−α

2 ).

Por último,

(bx
1

1−α
2 )α−1/2

(
C(bx

1
1−α

2 )−1 + |A0|
)

<

(
B0 +B1(bx

1
1−α

2 )

)(
C(bx

1
1−α

2 )−1 + |A0|
)

=

= P1

(
(bx

1
1−α

2 )−1

)
+ P2

(
bx

1
1−α

2

)
≤ C̃ + P2

(
bx

1
1−α

2

)
= P

(
bx

1
1−α

2

)
, (2.17)

donde P es un polinomio de grado menor o igual que 1.

De (2.16) y (2.17) resulta la tesis∣∣∣W(−x,−α

2
, 1− α)

∣∣∣ < P

(
bx

1
1−α

2

)
exp

{
−bx

1
1−α

2

}
, si x > R.

Corolario 7. Si 0 < α < 1 y x ∈ R+ , existe R > 0 tal que,∣∣∣W (
−x,−α

2
, 1
)∣∣∣ < K exp {−bx} , ∀x > R donde b =

(
1− α

2

)(α
2

) α
2−α

.

2.2.2 Acotaciones y convergencia

Lema 1. Si 0 < α < 1, Mα/2(x) es una función positiva y estrictamente decreciente en R+.

Demostración. Sea Mα/2(x) = W
(
−x,−α

2 , 1−
α
2

)
, x ∈ R+.

Por Teorema 8 (pág. 122) en [48] sabemos que

xβ−1W
(
−x−σ,−σ, β

)
> 0, si x > 0, β > 0, 0 < σ < 1.

Luego,

W
(
−x−σ,−σ, β

)
> 0, si x > 0, β > 0, 0 < σ < 1 (2.18)

En nuestro caso,
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σ = α
2 ∈ (0, 1), β = 1− α

2 > 0, y g(x) = x−σ es una función inyectiva en R+, luego

Mα/2(x) > 0 si x > 0.

Por otro lado, Mα/2(0) =
1

Γ(1−α
2 )

> 0 , lim
x→∞

Mα/2(x) = 0 y

(
Mα/2(x)

)′
= −W

(
−x,−α

2
, 1− α

)
< 0 pues es lícito aplicar (2.18) nuevamente.

De aquí resulta que Mα/2 es decreciente, como queríamos ver.

Corolario 8. Si x > 0, Mα/2(x) <
1

Γ(1−α
2 )

.

Demostración. Basta observar que Mα/2(0) =
1

Γ(1−α
2 )

y aplicamos el Lema 1.

Corolario 9. Si 0 < α < 1 , W
(
−x,−α

2 , 1
)
es una función positiva y estrictamente decreciente

en R+ tal que 0 < W
(
−x,−α

2 , 1
)
≤ 1, ∀x ∈ R+

0 .

Demostración. Aplicando (2.13) y Lema 1 resulta(
W
(
−x,−α

2
, 1
))′

= −W
(
−x,−α

2
, 1− α

2

)
= −Mα/2(x) < 0 ∀x > 0.

Luego W
(
−x,−α

2 , 1
)
es estrictamente decreciente en R+. Aplicando Corolario 4 y siendo

W
(
0,−α

2 , 1
)
= 1, resulta que

0 < W
(
−x,−α

2
, 1
)
≤ 1, ∀x ∈ R+

0 .

Un caso particular muy interesante de la función de Wright es el siguiente. Teniendo en cuenta

el Corolario 4, la ecuación (1.5) y la De�nición (1.4),

W
(
−x,−1

2
, 1

)
= W

(
−x,−1

2
, 1

)
−W

(
−∞,−1

2
, 1

)
=

∫ x

∞

(
∂

∂x
W
(
−ξ,−1

2
, 1

))
dξ

=

∫ x

∞
−W

(
−ξ,−1

2
,
1

2

)
dξ =

∫ ∞

x
W
(
−ξ,−1

2
,
1

2

)
dξ =

∫ ∞

x

1√
π
e−ξ2/4dξ

=
2√
π

∫ ∞

x/2

1√
π
e−ξ2dξ = erfc

(x
2

)
.

Luego,

W
(
−x,−1

2
, 1

)
= erfc

(x
2

)
(2.19)
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y

1−W
(
−x,−1

2
, 1

)
= erf

(x
2

)
. (2.20)

Esto nos lleva a enunciar el siguiente Lema.

Lema 2. Si x ∈ R+
0 y α ∈ (0, 1) entonces valen los siguientes límites:

1. lim
α↗1

Mα/2 (x) = M1/2(x) =
e−

x2

4√
π
.

2. lim
α↗1

[
1−W

(
−x,−α

2 , 1
)]

= erf
(
x
2

)
.

Demostración. 1. Recordemos que Mα/2(z) = W
(
−z, α2 , 1−

α
2

)
=

∞∑
k=0

(−z)k

k!Γ(−α
2 k + 1− α

2 )
. Sin

pérdida de generalidad, supondremos que α > 1
2 . Separaremos esta serie en términos pares e

impares y veremos que cada una está acotada por una serie convergente que no depende de α.

Para los términos pares,∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

z2k

(2k)!Γ(−α
2 2k + 1− α

2 )

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=0

|z|2k

(2k)!
∣∣Γ(−α

2 2k + 1− α
2 )
∣∣ = ∞∑

k=0

|z|2k

(2k)!
∣∣Γ(1− α(k + 1

2))
∣∣ .

Observemos que:

(2k)! = (2k)...(k + 1)Γ(k + 1). (2.21)

La función Gamma es creciente en (32 ,+∞) y 1
2 < α ≤ 1, luego si k ≥ 3,

0 < Γ

(
α

(
k +

1

2

))
≤ Γ(k + 1) y por lo tanto

1

Γ(k + 1)
≤ 1

Γ
(
α
(
k + 1

2

)) . (2.22)

De (2.21), (2.22) y aplicando la identidad 1
Γ(x)Γ(1−x) =

sin(πx)
π , válida para todo x ∈ R,

|z|2k

(2k)...(k + 1)Γ(k + 1) |Γ(1− α(k + 1))|
≤ |z|2k

(2k)...(k + 1)
∣∣Γ(α(k + 1

2))Γ(1− α(k + 1
2))
∣∣

=

∣∣∣∣ |z|2k sin(πα(k + 1))

(2k)...(k + 1)π

∣∣∣∣ ≤ |z|2kk!
π(2k)!

∀ k ≥ 3.

Y por lo tanto,∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

z2k

(2k)!Γ(−α
2 2k + 1− α

2 )

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

2∑
k=0

z2k

(2k)!Γ(−α
2 2k + 1− α

2 )

∣∣∣∣∣+
∞∑
k=3

|z|2kk!
π(2k)!

(2.23)

que es una serie absolutamente convergente en C.

Con respecto a los términos impares, razonando en la misma forma, ahora con k ≥ 2,

∣∣∣∣∣
∞∑
k=2

−z2k+1

(2k + 1)!Γ(−α
2 2(k + 1) + 1− α

2 )

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
k=2

|z|2k+1

(2k + 1)!
∣∣Γ(−α

2 2(k + 1) + 1− α
2 )
∣∣
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=

∞∑
k=2

|z|2k+1

(2k + 1)! |Γ(1− α(k + 1))|
=

∞∑
k=2

|z|2k+1

(2k + 1)...(k + 1)Γ(k + 1) |Γ(1− α(k + 1))|

≤
∞∑
k=2

|z|2k+1

(2k + 1)...(k + 1)Γ(α(k + 1)) |Γ(1− α(k + 1))|
≤

∞∑
k=2

|z|2k+1

(2k + 1)...(k + 1)π

=

∞∑
k=2

|z|2k+1k!

(2k + 1)!π
(2.24)

que es una serie absolutamente convergente en C.

De (2.23), (2.24) y teniendo en cuenta la igualdad (1.5),

lim
α↗1

Mα/2(z) =
∞∑
k=0

lim
α↗1

z2k

(2k)!Γ(−α
2 2k + 1− α

2 )
+

∞∑
k=0

lim
α↗1

−z2k+1

(2k + 1)!Γ(1− α(k + 1))

=
∞∑
k=0

z2k

(2k)!Γ(−k + 1
2)

+
∞∑
k=0

0 =
1√
π
e−

z2

4 .

Más aún, la convergencia es uniforme sobre compactos respecto de la variable z.

2. . Aplicando (2.13) y el apartado 1 de este Lema,

lim
α↗1

[
1−W

(
−x,−α

2
, 1
)]

= lim
α↗1

∫ x

0
Mα/2(t)dt =

∫ x

0
lim
α↗1

Mα/2(t)dt =

∫ x

0

1√
π
e−

t2

4 dt

=
2√
π

∫ x/2

0
e−u2

du = erf
(x
2

)
.

2.3 El Problema de Valores Iniciales y de Contorno en el Primer

Cuadrante para la Ecuación de Difusión Fraccionaria

2.3.1 El Problema de Valores Iniciales y de Contorno para la Ecuación de

Difusión Fraccionaria en el Primer Cuadrante con condición de Dirichlet

En adelante, llamaremos Dα al operador derivada fraccionaria de Caputo de extremo a = 0, C0 D
α
t

respecto de la variable temporal. Consideremos el siguiente problema


Dαc(x, t) = λ2 ∂

2c

∂x2
(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

c(x, 0) = f(x), 0 < x < ∞,

c(0, t) = g(t), 0 < t < T,

(2.25)
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donde f es una función continua y acotada en R+
0 y g es una función continua en [0, T ).

Observemos que, debido a la linealidad del operador Derivada de Caputo, es válido el principio

de superposición para la resolución de este problema. Por lo tanto, resolver (2.25) es equivalente

a resolver los siguientes problemas auxiliares:


Dαc1(x, t) = λ2∂

2c1
∂x2

(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

c1(x, 0) = f(x), 0 < x < ∞,

c1(0, t) = 0, 0 < t < T,

(2.26)

y


Dαc2(x, t) = λ2∂

2c2
∂x2

(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

c2(x, 0) = 0, 0 < x < ∞,

c2(0, t) = g(t), 0 < t < T.

(2.27)

En [26], se resuelve el problema (2.26) sin dar condiciones sobre el dato inicial f , pero se puede

adaptar el análisis exhaustivo hecho para el problema de Cauchy en [12] y asegurar que la siguiente

función

c1(x, t) =

∫ ∞

0

1

2λtα/2

[
Mα/2

(
|x− ξ|
tα/2

)
−Mα/2

(
|x+ ξ|
tα/2

)]
f(ξ)dξ (2.28)

es efectivamente una solución de (2.26) si pedimos que el dato inicial f sea una función continua

y acotada en R+
0 . En particular,

c10(x, t) =
1

2λt
α
2

∫ ∞

0

[
Mα/2

(
|x− ξ|
λt

α
2

)
−Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)]
f0 dξ (2.29)

es una solución del problema (2.26) cuando consideramos la condición inicial identicamente

constante f(x) ≡ f0.

Trabajemos un poco con la función (2.29).

c10(x, t) = 1

2λt
α
2

∫∞
0

[
Mα/2

(
|x−ξ|
λt

α
2

)
−Mα/2

(
x+ξ

λt
α
2

)]
f0dξ

= f0
2

[∫ x
0

1

λt
α
2
Mα/2

(
x−ξ

λt
α
2

)
dξ +

∫∞
x

1

λt
α
2
Mα/2

(
ξ−x

λt
α
2

)
dξ −

∫∞
0

1

λt
α
2
Mα/2

(
x+ξ

λt
α
2

)
dξ
]

= f0
2

[
−W

(
− x

λt
α
2
,−α

2 , 1
)
+ 1−W

(
−∞,−α

2 , 1
)
+W

(
−∞,−α

2 , 1
)
−W

(
− x

λt
α
2
,−α

2 , 1
)
+ 2
]

= f0

[
1−W

(
− x

λt
α
2
,−α

2 , 1
)]

.

Por otro lado, aplicando la linealidad del operador derivada de Caputo, podemos concluir que

c20(x, t) = g0W
(
− x

λtα/2
,−α

2
, 1
)

(2.30)
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es una solución de la ecuación de difusión fraccionaria.

Más aún,

c20(0, t) = g0W
(
0,−α

2
, 1
)
= g0 y c20(x, 0) = lim

t↘0
g0W

(
− x

λtα/2
,−α

2
, 1
)
= 0.

Luego, (2.30) es una solución del problema (2.27) para la condición de borde idénticamente

constante g(t) ≡ g0.

En general, podemos a�rmar que

cAB(x, t) = A+ (B −A)W
(

−x

λtα/2
,−α

2
, 1

)
(2.31)

es una solución del problema


Dαc(x, t) = λ2 ∂

2c

∂x2
(x, t) 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1

c(x, 0) = A 0 < x < ∞

c(0, t) = B 0 < t < T

(2.32)
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Ahora bien. Consideremos el problema


Dαv(x, t) = λ2 ∂

2v

∂x2
(x, t) 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1

v(x, 0) = 0 0 < x < ∞

v(0, t) = 1 0 < t < T

(2.33)

cuya solución, según (2.31) está dada por

v(x, t) = W
(

−x

λtα/2
,−α

2
, 1

)
. (2.34)

Observemos que podemos escribir a v de la siguiente manera:

v(x, t) = W
(

−x

λtα/2
,−α

2
, 1

)
=

∫ t

0

∂

∂τ
W
(

−x

λτα/2
,−α

2
, 1

)
dτ =

∫ t

0
Mα/2

( x

λτα/2

) x

λτα/2+1

α

2
dτ

=

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
dτ.

Consideremos las funciones

K(x, t) = Mα/2

( x

λtα/2

) x

λtα/2+1

α

2
y 1[0,t0](t) =


1 si 0 < t < t0

0 si no.

Podemos expresar a v como la siguiente convolución en la variable t:

v(x, t) = K(x, t) ∗ 1[0,t].

Y esta nueva forma de expresar v nos induce a proponer a la siguiente función

c2(x, t) = K(x, t) ∗ g(t)1[0,t] =
∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ. (2.35)

como solución del problema (2.27).

Con el propósito de probar esta a�rmación, enunciamos el siguiente Lema.

Lema 3. Sea K(t− τ)f(τ) una función que veri�ca las siguientes propiedades:

K(t− τ)f(τ) es τ − integrable en [0, t], (2.36)

∣∣∣∣ ∂∂tK(t− τ)f(τ)

∣∣∣∣ ≤ g(τ) ∈ L1[0, t], (2.37)
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∣∣∣∣ ∂∂ηK(η − τ)
f(τ)

(t− η)α

∣∣∣∣ ∈ L1(Ω), donde Ω = {(η, τ) ∈ R2 : η ∈ (0, t), 0 ≤ τ ≤ η} (2.38)

lim
τ↗η

K(η − τ)f(τ) = h(η) ∈ L1(0, t). (2.39)

Entonces

Dα

(∫ t

0
K(t− τ)f(τ)dτ

)
=

∫ t

0
(DαK(t− τ)) f(τ)dτ +0 I

1−α (h(t)) .

Demostración. Debido a las hipótesis (2.37) y (2.39), podemos aplicar derivación bajo el signo

integral cuando el parámetro aparece en el extremo de integración

d

dt

∫ t

0
K(t− τ)f(τ)dτ =

∫ t

0

∂

∂t
K(t− τ)f(τ)dτ + lim

τ↗t
K(t− τ)f(τ).

Reemplazando en la de�nición de derivada fraccionaria,

Dα

(∫ t

0
K(t− τ)f(τ)dτ

)
=

1

Γ(1− α)

∫ t

0

∂
∂η

∫ η
0 K(η − τ)f(τ)dτ

(t− η)α
dη

=
1

Γ(1− α)

∫ t

0

1

(t− η)α

[∫ η

0

∂

∂η
K(η − τ)f(τ)dτ + lim

τ↗η
K(η − τ)f(τ)

]
dη. (2.40)

Es lícito aplicar Fubini debido a la hipótesis (2.38), lo que nos permite deducir que

∫ t

0

f(τ)

Γ(1− α)

∫ t

τ

∂
∂ηK(η − τ)

(t− η)α
dηdτ +

1

Γ(1− α)

∫ t

0

limτ↗η K(η − τ)f(τ)

(t− η)α
dη.

Por otro lado,

1

Γ(1− α)

∫ t

τ

∂
∂ηK(η − τ)

(t− η)α
dη =

1

Γ(1− α)

∫ t−τ

0

∂
∂sK(s)

(t− τ − s)α
ds = DαK(t− τ)

y
1

Γ(1− α)

∫ t

0

limτ↗η K(η − τ)f(τ)

(t− η)α
dη =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

h(η)

(t− η)α
dη =0 I

1−α (h(t)) .

Luego,

Dα

(∫ t

0
K(t− τ)f(τ)dτ

)
=

∫ t

0
(DαK(t− τ)) f(τ)dτ + 0I

1−α (h(t)) .

Nuestro objetivo ahora es probar que el núcleo

Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
αx

2λ(t− τ)α/2+1
g(τ) (2.41)
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veri�ca las hipótesis del Lema 3.

• Hipótesis (2.36):∫ t

0

∣∣∣∣Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)

∣∣∣∣ dτ =

∫ ∞

x

λtα/2

Mα/2 (y)
∣∣∣g(t− (x/λy))2/α)

∣∣∣ dy.
(2.42)

Sabemos que:∫ ∞

0
ynMα/2(y)dy =

Γ(n+ 1)

Γ
(
α
2n+ 1

) para todo α ∈ (0, 2), n ∈ N (ver [18]). (2.43)

La función de Mainardi es positiva en R+( por Lema 1). (2.44)

Por hipótesis, g es una función acotada en [0, t], esto es

|g(τ)| ≤ M ∀ τ ∈ [0, t]. (2.45)

Luego (2.42) es convergente y el núcleo (2.41) es τ − integrable en [0, t].

• Hipótesis (2.37):

∂

∂t

[
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
αx

2λ(t− τ)α/2+1

]

= W
(
− x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1− α

)(
αx

2λ(t− τ)α/2+1

)2

−Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
(α/2 + 1)αx

2λ(t− τ)α/2+2

(2.46)

Aplicando el Corolario 6, existe δ > 0 tal que, para todo τ ∈ (t− δ, t), resulta

∣∣∣∣∣W
(
− x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1− α

)(
αx

2λ(t− τ)α/2+1

)2

g(τ)

∣∣∣∣∣
≤
(

αx

2λ(t− τ)α/2+1

)2(
c+ d

x

λ(t− τ)α/2

)
exp

{
−b

(
x

λ(t− τ)α/2

)2/2−α
}
|g(τ)| , (2.47)

b > 0, c, d constantes.

Observemos que (2.47) es una función integrable. En efecto, haciendo la sustitución

x

λ(t− τ)α/2
= r (2.48)
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y teniendo en cuenta que

exp {−x} ≤ n!

xn
, ∀n ∈ N, ∀x > 0, (2.49)

resulta que∫ t

t−δ

(
αx

2λ(t− τ)α/2+1

)2(
c+ d

x

λ(t− τ)α/2

)
exp

{
−b

(
x

λ(t− τ)α/2

)2/2−α
}
|g(τ)| dτ

=

∫ ∞

x

λδα/2

α

2
r

(
rλ

x

)2/α

(c+ dr) exp
{
−br2/2−α

} ∣∣∣∣g(t− ( x

λr

)2/α)∣∣∣∣ dτ
≤ M

∫ ∞

x

λδα/2

(c+ dr) r1+2/αexp
{
−br2/2−α

}
dr ≤ M

∫ ∞

x

λδα/2

(c+ dr) r1+2/α

bnr2n/2−α
n! dr. (2.50)

Es sencillo ver que, para todo α ∈ (0, 1), existe n ∈ N tal que (2.50) resulta convergente.

Por ejemplo, si α = 1/4 basta tomar n = 10.

Luego, el primer término de la suma (2.46) está acotado por una función integrable.

Consideremos ahora el segundo término de la suma (2.46). Haciendo nuevamente la susti-

tución (2.48) y teniendo en cuenta que la función de Mainardi es positiva en R+, tenemos

que

∫ t

0

∣∣∣∣Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
(α/2 + 1)αx

2λ(t− τ)α/2+2
g(τ)

∣∣∣∣ dτ
≤ M

∫ ∞

x/λtα/2

(α
2
+ 1
)
Mα/2(r)

(
λr

x

)2/α

dr ≤ MCx,λ,α

∫ ∞

0
Mα/2(r)r

2/αdr (2.51)

Ahora bien, para todo α ∈ (0, 1), existe un k ∈ N tal que 1
k < α

2 < 1. Luego,

MCx,λ,α

∫ ∞

1
Mα/2(r)r

2/αdr ≤ MCx,λ,α

∫ ∞

1
Mα/2(r)r

kdr.

Siendo Mα/2 positiva y aplicando (2.43), resulta

MCx,λ,α

∫ ∞

1
Mα/2(r)r

kdr ≤ MCx,λ,α

∫ ∞

0
Mα/2(r)r

kdr = MCx,λ,α
Γ(k + 1)

Γ
(
α
2 k + 1

) . (2.52)

Dado que
∫ 1
0 Mα/2(r)r

kdr < ∞, de (2.51) y (2.52) resulta que el núcleo (2.41) veri�ca la

hipótesis (2.37).
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• Hipótesis (2.38):

Tenemos que probar que

∂

∂η

[
Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)
x

λ(η − τ)α/2+1

α

2

]
g(τ)

(t− η)α
∈ L1(Ω),

donde Ω = {(η, τ) ∈ R2 : 0 < η < t, 0 < τ < η}.

O equivalentemente que
∂

∂η

[
Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)](
αx

2λ(η − τ)α/2+1

)
g(τ)

(t− η)α

−α

2

(α
2
+ 1
)
Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)
x

λ(η − τ)α/2+2

g(τ)

(t− η)α
= I + II ∈ L1(Ω).

Recurriremos al Teorema de Tonelli2 (ver [6], p. 55).

Razonando como en el item anterior, aplicando el Corolario 6, la desigualdad (2.49) y el

Corolario 8, probamos la primera hipótesis del Teorema de Tonelli, esto es

∫ η

0
|I + II| dτ < ∞∀ η ∈ (0, t). (2.53)

Para probar la segunda hipótesis del Teorema de Tonelli, consideremos δ su�cientemente

pequeño según el Corolario 6,

∫ t

0

∫ η

0
|I + II| dτdη =

∫ t

0

∫ η−δ

0
|I + II| dτdη +

∫ t

0

∫ η

η−δ
|I + II| dτdη. (2.54)

Sea M la constante de�nida en (2.45) y C es una constante que puede depender de δ, α, x

o n.

Observemos que

∂

∂η

[
Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)]
= − ∂

∂τ

[
Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)]
. (2.55)

Además, debido al Lema 1

− ∂

∂τ
Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)
> 0. (2.56)

2Teorema de Tonelli: Supongamos que∫
Ω1

|F (x, y)|dy < ∞ p.c.t. x ∈ Ω2

y que ∫
Ω1

dx

∫
Ω2

|F (x, y)|dy < ∞.

Entonces F ∈ L1(Ω1 × Ω2).
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∫ t
0

∫ η−δ
0 |I| dτdη ≤

∫ t
0

M
(t−η)α

∫ η−δ
0

∣∣∣ ∂∂η [Mα/2

(
x

λ(η−τ)α/2

)](
αx

2λ(η−τ)α/2+1

)∣∣∣ dτdη
=

∫ t
0

M
(t−η)α

∫ η−δ
0

∣∣∣− ∂
∂τMα/2

(
x

λ(η−τ)α/2

)∣∣∣ ( αx
2λ(η−τ)α/2+1

)
dτdη

≤
∫ t
0

M
(t−η)αδα/2+1

∫ η−δ
0 − ∂

∂τMα/2

(
x

λ(η−τ)α/2

)
dτdη

=
∫ t
0

M
(t−η)αδα/2+1

[
− Mα/2

(
x

λ(η−τ)α/2

)∣∣∣η−δ

0

]
dη

=
∫ t
0

M
(t−η)αδα/2+1

[
Mα/2

(
x

ληα/2

)
−Mα/2

(
x

λδα/2

)]
dη

≤ 2M
Γ(1−α

2 )δ
α/2+1

∫ t
0

1
(t−η)αdη < ∞

ya que hemos aplicado el Corolario 8 y que α ∈ (0, 1). Luego,∫ t

0

∫ η−δ

0
|I| dτdη < ∞. (2.57)

Por último observemos que∫ t

0

∫ η−δ

0
|II| dτdη ≤

∫ t

0

∫ η−δ

0

∣∣∣∣α2 (α2 + 1
)
Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)
x

λ(η − τ)α/2+2

g(τ)

(t− η)α

∣∣∣∣ dτdη.
En el item anterior probamos que∫ η

0

∣∣∣∣Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)
(α/2 + 1)αx

2λ(η − τ)α/2+2
g(τ)

∣∣∣∣ dτ < ∞.

Dado que α ∈ (0, 1), resulta que

∫ t

0

∫ η−δ

0
|II| dτdη < ∞. (2.58)

De (2.57) y (2.58),

∫ t

0

∫ η−δ

0
|I + II| dτdη < ∞ (2.59)

Para probar que ∫ t

0

∫ η

η−δ
|II| dτdη < ∞

se puede proceder acotando como en el item 2.

Por lo tanto ∫ t

0

∫ η

0
|I + II| dτdη < ∞ (2.60)

De (2.59) y (2.60), podemos aplicar Tonelli y resulta que

∂

∂η

[
Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)
x

λ(η − τ)α/2+1

α

2

]
g(τ)

(t− η)α
∈ L1(Ω),
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• Hipótesis (2.39):

Veamos que

lim
τ↗η

Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)
αx

2λ(η − τ)α/2+1
g(τ) = 0. (2.61)

Aplicando (2.43) y (2.45), resulta

lim
τ↗η

Mα/2

(
x

λ(η − τ)α/2

)
αx

2λ(η − τ)α/2+1
g(τ) = lim

s↘0
Mα/2

( x

λsα/2

) αx

2λsα/2+1
g(η − s)

= lim
y→∞

Mα/2

(x
λ
yα/2

) αxyα/2+1

2λ
g

(
η − 1

yα/2+1

)
= 0.

Es lícito entonces aplicar el Lema 3 al núcleo (2.35), de donde resulta que

Dαc2(x, t) = Dα
(∫ t

0 Mα/2

(
x

λ(t−τ)α/2

)
x

λ(t−τ)α/2+1
α
2 g(τ)dτ

)
=

∫ t
0 D

α
(
Mα/2

(
x

λ(t−τ)α/2

)
x

λ(t−τ)α/2+1
α
2 g(τ)

)
dτ + I1−α

t (0)

=
∫ t
0 D

α
(
− ∂

∂tW
(

−x
λ(t−τ)α/2 ,−α

2 , 1
))

g(τ)dτ

=
∫ t
0 D

α+1
(
−W

(
−x

λ(t−τ)α/2 ,−α
2 , 1
))

g(τ)dτ

(2.62)

Observemos que, como W
( −x
λ0+

,−α
2 , 1
)
= 0, la derivada de Caputo conmuta y resulta que

Dα+1

(
−W

(
−x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1

))
= − ∂

∂t

(
DαW

(
−x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1

))
.

Pero siendo W
(

−x
λ(t−τ)α/2 ,−α

2 , 1
)
solución de (2.33), resulta que

− ∂

∂t

(
DαW

(
−x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1

))
= − ∂

∂t

∂

(∂x)2
W
(

−x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1

)
=

=
∂

(∂x)2

(
− ∂

∂t
W
(

−x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1

))
=

∂

(∂x)2
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
(2.63)

Reemplazando (2.63) en (2.62), resulta que

Dαc2(x, t) =

∫ t

0

∂

(∂x)2
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ =

=
∂

(∂x)2

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ =

∂

(∂x)2
c2(x, t). (2.64)

Y por lo tanto c2(x, t) veri�ca la ecuación de difusión fraccionaria.

Proposición 14. Valen los siguientes límites:

1. lim
x↘0

∫ t
0 Mα/2

(
x

λ(t−τ)α/2

)
x

λ(t−τ)α/2+1
α
2 dτ = 1.
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2. lim
t↘0

∫ t
0 Mα/2

(
x

λ(t−τ)α/2

)
x

λ(t−τ)α/2+1
α
2 dτ = 0.

Demostración. 1. Si en (2.43), tomamos n = 0, resulta que
∫∞
0 Mα/2(u)du = 1.

Por otro lado, haciendo la sustitución (2.48), resulta que∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
dτ =

∫ ∞

x/λtα/2

Mα/2(u)du. (2.65)

Aplicando estos resultados y el Corolario 8,∣∣∣∣∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
dτ − 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ ∞

x/λtα/2

Mα/2(u)du−
∫ ∞

0
Mα/2(u)du

∣∣∣∣∣
≤
∫ x/λtα/2

0
Mα/2(u)du ≤ 1

Γ
(
1− α

2

) x

λtα/2
→ 0 si x ↘ 0.

2. Aplicando (2.65), tenemos

lim
t↘0

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
dτ = lim

1/t→∞

∫ ∞

x/λtα/2

Mα/2(u)du = 0

Veri�quemos ahora las condiciones de borde.

• La condición inicial es

c2(x, 0) = lim
t↘0

c2(x, t) = 0. (2.66)

Teniendo en cuenta la Proposición 14 y (2.45),

lim
t↘0

∣∣∣∣∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ

∣∣∣∣
≤ lim

t↘0

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
|g(τ)| dτ

≤ lim
t↘0

M

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
dτ = 0.

• La condición de Dirichlet es

c2(0, t) = lim
x↘0

c2(x, t) = g(t) (2.67)

Observemos que ∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ

=

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
[g(τ)− g(t) + g(t)] dτ =
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=

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
[g(τ)− g(t)] dτ

+

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(t)dτ.

Si aplicamos la Proposición 14 al segundo miembro de la suma,

lim
x↘0

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(t)dτ

= g(t) lim
x↘0

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
dτ = g(t).

Sea

I =

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
[g(τ)− g(t)] dτ. (2.68)

Si probamos que lim
x↘0

I = 0 habremos probado (2.67).

Sea δ > 0 a determinar.

I =

∫ t−δ

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
[g(τ)− g(t)] dτ

+

∫ t

t−δ
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
[g(τ)− g(t)] dτ = I1 + I2 (2.69)

Aplicando el Corolario 8,

|I1| =
∣∣∣∣∫ t−δ

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
[g(τ)− g(t)] dτ

∣∣∣∣
≤
∫ t−δ

0

1

Γ
(
1− α

2

) x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
|g(τ)−g(t)|dτ ≤ 1

Γ
(
1− α

2

) x

λδα/2+1

α

2

∫ t−δ

0
|g(τ)−g(t)|dτ

≤

(
1

Γ
(
1− α

2

) α

2λδα/2+1

∫ t

0
|g(τ)− g(t)|dτ

)
x = Ct,δ,αx <

ϵ

2
, si x <

ϵ

2Ct,δ,α
. (2.70)

Para acotar I2, vamos a utilizar el hecho de que g es continua en t. Luego, dado ϵ > 0,

existe δ > 0 tal que |g(τ) − g(t)| < ϵ
2 si |t − τ | < δ. Utilizando además la igualdad (2.65)

resulta,

|I2| ≤
ϵ

2

∫ t

t−δ
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
dτ =

ϵ

2

∫ ∞

x/λδα/2

Mα/2(u)du <
ϵ

2
.

(2.71)

De (2.70) y (2.71), resulta que |I| < ϵ, cualquiera sea ϵ > 0. Por lo tanto,

lim
x↘0

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
[g(τ)− g(t)] dτ = 0.
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Estamos en condiciones entonces de enunciar el siguiente teorema.

Teorema 6. Si f es una función continua y acotada en R+
0 y g es una función continua en [0, T )

entonces

c(x, t) =

∫ ∞

0

1

2λtα/2

[
Mα/2

(
|x− ξ|
λtα/2

)
−Mα/2

(
|x+ ξ|
λtα/2

)]
f(ξ)dξ

+

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ. (2.72)

es una solución del problema


Dαc(x, t) = λ2 ∂

2c

∂x2
(x, t) 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1

c(x, 0) = f(x) 0 < x < ∞

c(0, t) = g(t) 0 < t < T.

(2.73)

Teorema 7. El límite cuando α ↗ 1 de la solución del problema
Dαc2(x, t) = λ2∂

2c2
∂x2

(x, t) 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1

c2(x, 0) = 0 0 < x < ∞

c2(0, t) = g(t) 0 < t < T,

(2.74)

es la solución clásica del problema análogo asociado a la ecuación del calor
∂
∂tw(x, t) = λ2 ∂

2c

∂x2
(x, t) 0 < x < ∞, 0 < t < T

w(x, 0) = 0 0 < x < ∞

w(0, t) = g(t) 0 < t < T.

(2.75)

Demostración. Se puede ver en [7] que la solución del problema (2.75) está dada por la función

w(x, t) =

∫ t

0

e
− x2

4λ2(t−τ)

2
√
π

x

λ(t− τ)3/2
g(τ)dτ (2.76)

Llamemos cα2 a la solución del problema (2.74) dada por el Teorema 6,

cα2 (x, t) =

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ.

Calculemos el límite cuando α ↗ 1. Aplicando el Teorema de la convergencia dominada y el

Lema 2,
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lim
α↗1

cα2 (x, t) = lim
α↗1

{∫ t
0 Mα/2

(
x

λ(t−τ)α/2

)
x

λ(t−τ)α/2+1
α
2 g(τ)dτ

}
=

∫ t
0 lim
α↗1

Mα/2

(
x

λ(t−τ)α/2

)
x

λ(t−τ)α/2+1
α
2 g(τ)dτ

=
∫ t
0

e
− x2

4(t−τ)

2
√
π

x
λ(t−τ)3/2

g(τ)dτ

= w(x, t).

2.3.2 El Problema de Valores Iniciales y de Contorno para la Ecuación de

Difusión Fraccionaria en el Primer Cuadrante con condición de Flujo

Nula

Consideremos el problema en el primer cuadrante con condición de �ujo nula,


Dαc3(x, t) = λ2∂

2c3
∂x2

(x, t) 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1

∂c3
∂x

(0, t) = 0 0 < t < T

c3(x, 0) = f(x) 0 < x < ∞.

(2.77)

Con el objetivo de resolver este problema, consideremos el siguiente problema auxiliar en el

semiplano superior, Dαz(x, t) = λ2 ∂
2c

∂x2
(x, t) −∞ < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1

z(x, 0) = f̃(x) −∞ < x < ∞
(2.78)

donde f̃ es una extensión par de f .

La solución de este problema expresada en términos de una convolución que involucra la función

de Mainardi está dada en [36], y es válido el análisis hecho en [12] nuevamente para probar que

la siguiente expresión es una solución del problema de Cauchy si pedimos al dato inicial que sea

una función continua y acotada en R.

Sea entonces

c3(x, t) =

∫ ∞

−∞

1

2λt
α
2

Mα/2

(
|x− ξ|
λt

α
2

)
f̃(ξ)dξ =

1

2λt
α
2

∫ ∞

0

[
Mα

2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα

2

(
|x− ξ|
λt

α
2

)]
f(ξ)dξ

(2.79)

solución de (2.78). Nuestro objetivo en adelante, es probar que

lim
x↘0

∂

∂x
c3(x, t) = 0. (2.80)
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Ahora bien.

∂c3
∂x

(0, t) = lim
x↘0

1

2λt
α
2

∂

∂x

∫ ∞

0

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
|x− ξ|
λt

α
2

)]
f(ξ)dξ

= lim
x↘0

1

2λt
α
2

∂

∂x

{∫ x

0

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
x− ξ

λt
α
2

)]
f(ξ)dξ

+

∫ ∞

x

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
ξ − x

λt
α
2

)]
f(ξ)dξ

}
.

(2.81)

Debido a la continuidad de la función de Mainardi, al Corolario 6 y siendo f acotada, podemos

aplicar derivación bajo en signo integral con parámetro en el extremo de integración. Luego,

∂

∂x

∫ x

0

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
x− ξ

λt
α
2

)]
f(ξ)dξ

=

∫ x

0

∂

∂x

[
Mα

2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα

2

(
x− ξ

λt
α
2

)]
f(ξ)dξ + lim

ξ↗x

[
Mα

2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα

2

(
x− ξ

λt
α
2

)]
f(ξ)

(2.82)

y

∂

∂x

∫ ∞

x

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
ξ − x

λt
α
2

)]
f(ξ)dξ

= −
∫ x

∞

∂

∂x

[
Mα

2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα

2

(
ξ − x

λt
α
2

)]
f(ξ)dξ− lim

ξ↘x

[
Mα

2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα

2

(
ξ − x

λt
α
2

)]
f(ξ).

(2.83)

Trabajando un poco con estas expresiones,∫ x

0

∂

∂x

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
x− ξ

λt
α
2

)]
f(ξ)dξ =

= − 1

λtα/2

∫ x

0

[
W
(
−x+ ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)
+W

(
−x− ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)]
f(ξ)dξ.

Teniendo en cuenta que el integrando está formado por funciones continuas, podemos aplicar el

Teorema del Valor Medio del Cálculo Integral, y resulta que:

∣∣∣∣∫ x

0

[
W
(
−x+ ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)
+W

(
−x− ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)]
f(ξ)dξ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣[W (
−x+ θ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)
+W

(
−x− θ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)]
f(θ)x

∣∣∣∣ θ ∈ [0, x].

Y de aquí,

lim
x↘0

∫ x

0

∂

∂x

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
x− ξ

λt
α
2

)]
f(ξ)dξ = 0. (2.84)

51



Cap. 2 Secc. 2.3

Por otro lado,

∫ ∞

x

∂

∂x

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
ξ − x

λt
α
2

)]
f(ξ)dξ =

=

∫ ∞

x
− 1

λtα/2

[
W
(
−x+ ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)
−W

(
−ξ − x

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)]
f(ξ)dξ =

=

∫ ∞

0
− 1

λtα/2

[
W
(
−x+ ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)
−W

(
−ξ − x

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)]
f(ξ)dξ−

−
∫ x

0
− 1

λtα/2

[
W
(
−x+ ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)
−W

(
−ξ − x

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)]
f(ξ)dξ.

Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, calculamos el límite cuando x tiende a cero

en la primer integral,

lim
x↘0

∫ ∞

0
− 1

λtα/2

[
W
(
−x+ ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)
−W

(
−ξ − x

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)]
f(ξ)dξ =

=

∫ ∞

0
lim
x↘0

− 1

λtα/2

[
W
(
−x+ ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)
−W

(
−ξ − x

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)]
f(ξ)dξ =

=

∫ ∞

0
− 1

λtα/2

[
W
(
− ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)
−W

(
− ξ

λt
α
2

,−α

2
, 1− α

)]
f(ξ)dξ = 0.

Para la segunda integral podemos proceder aplicando Teorema de Valor Medio como en el caso

anterior. Luego, estamos en condiciones de a�rmar que

∂c3
∂x

(0, t) = 0.

Teorema 8. Sea f una función continua y acotada en R+
0 , entonces

c(x, t) =
1

2λt
α
2

∫ ∞

0

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
|x− ξ|
λt

α
2

)]
f(ξ)dξ

es una solución del problema
Dαc(x, t) = λ2 ∂

2c

∂x2
(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

∂c

∂x
(0, t) = 0, 0 < t < T,

c(x, 0) = f(x), 0 < x < ∞.
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2.3.3 El Problema de Valores Iniciales y de Contorno para la Ecuación de Di-

fusión Fraccionaria en el Primer Cuadrante con condición de Neumann

En esta sección, vamos a resolver el siguiente problema:


Dαc(x, t) = λ2 ∂

2c

∂x2
(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

c(x, 0) = f(x), 0 < x < ∞,

∂c

∂x
(0, t) = g(t), 0 < t < T,

(2.85)

donde f es una función continua y acotada en R+
0 y g es continua en [0, T ).

Como hicimos en secciones anteriores, consideremos los siguientes problemas auxiliares:
Dαc4(x, t) = λ2∂

2c4
∂x2

(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

c4(x, 0) = f(x), 0 < x < ∞,

∂c4
∂x

(0, t) = 0, 0 < t < T,

(2.86)

y


Dαc5(x, t) = λ2∂

2c5
∂x2

(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

c5(x, 0) = 0, 0 < x < ∞,

∂c5
∂x

(0, t) = g(t), 0 < t < T.

(2.87)

Por Teorema 8, la solución de (2.86) está dada por

c4(x, t) =
1

2λt
α
2

∫ ∞

0

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
|x− ξ|
λt

α
2

)]
f(ξ)dξ

.

Recurriendo a los resultados que obtuvimos en la sección anterior, vamos a proponer como solución

de (2.87) a la siguiente función:

c5(x, t) = −
∫ ∞

x

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτdξ. (2.88)

Lema 4. Sea c(x, t) una solución de la ecuación de difusión fraccionaria Dαc(x, t) = λ2 ∂
2c

∂x2
(x, t)

tal que:

(i) Para cada (x, t), la función F (x, t) =

∫ ∞

x
c(ξ, t)dξ está bien de�nida, (2.89)

(ii) lim
x→∞

∂c

∂x
(x, t) = 0 , (2.90)
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(iii)

∣∣∣∣ ∂∂τ c(ξ, τ)
∣∣∣∣ ≤ g(ξ) ∈ L1(x,∞) , (2.91)

(iv)
∂
∂τ c(ξ, τ)

(t− τ)α
∈ L1((x,∞)× (0, t)) . (2.92)

Entonces
∫ ∞

x
c(ξ, t)dξ es solución de la ecuación de difusión fraccionaria.

Demostración. F (x, t) =

∫ ∞

x
c(ξ, t)dξ está bien de�nida por hipótesis (2.89). Las hipótesis (2.90),

(2.91) y (2.92) nos permiten deducir las siguientes igualdades:

DαF (x, t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

∂/∂τF (x, τ)

(t− τ)α
dτ =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

1

(t− τ)α

(
∂

∂τ

∫ ∞

x
c(ξ, τ)dξ

)
dτ

=
1

Γ(1− α)

∫ t

0

1

(t− τ)α

∫ ∞

x

∂

∂τ
c(ξ, τ)dξdτ =

∫ ∞

x

1

Γ(1− α)

∫ t

0

∂/∂τc(ξ, τ)

(t− τ)α
dτ

=

∫ ∞

x
Dαc(ξ, t)dξ =

∫ ∞

x
λ2 ∂

2c

∂x2
(ξ, t)dξ = −λ2 ∂c

∂x
(ξ, t)

∣∣∣∣x
∞

= −λ2 ∂c

∂x
(x, t) + λ2 lim

x→∞

∂c

∂x
(x, t) = λ2 ∂2

∂x2

(∫ ∞

x
c(ξ, t)dξ

)
= λ2∂

2F

∂x2
(x, t).

Veamos que (2.88) está bajo las hipótesis del Lema 4.

• Hipótesis (2.89).

Utilizando la estimación (2.45) y el Corolario 7,

|c5(x, t)| ≤
∫ ∞

x
M

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
dτdξ

=

∫ ∞

x
M

∫ t

0

∂

∂τ

(
−W

(
− x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1

))
dτdξ

= M

∫ ∞

x
W
(
− x

λ(t)α/2
,−α

2
, 1

)
dξ < ∞

.

• Hipótesis (2.90).

lim
x→∞

∂

∂x

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ =

=

∫ t

0
lim
x→∞

∂

∂x

[
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2

]
g(τ)dτ =

=

∫ t

0
lim
x→∞

[
−W

(
− x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1− α

)
x

λ2(t− τ)α+1
+

+Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
1

λ(t− τ)α/2+1

]
α

2
g(τ)dτ.
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Aplicando los Corolarios 5 y 6, resulta que

lim
x→∞

[
−W

(
− x

λ(t− τ)α/2
,−α

2
, 1− α

)
x

λ2(t− τ)α+1
+Mα

2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
1

λ(t− τ)α/2+1

]
= 0.

Luego,

lim
x→∞

∂

∂x

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ = 0 (2.93)

• Hipótesis (2.91).

Aplicando derivación bajo el signo integral con el parámetro en un extremo de integración,

∣∣∣∣ ∂∂t
∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

0

∂

∂t

[
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2

]
g(τ)dτ + lim

τ↗t
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

∣∣∣∣
≤ M

∣∣∣∣∫ t

0

∂

∂t

[
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2

]
dτ + 0

∣∣∣∣ =
= M

∣∣∣∣∫ t

0

∂

∂τ

[
−Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2

]
dτ

∣∣∣∣ =
= M

∣∣∣∣∣−Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2

∣∣∣∣t
0

∣∣∣∣∣ = M Mα/2

( x

λtα/2

) x

λtα/2+1

α

2

Luego, teniendo en cuenta el Lema 1 y que t ∈ (0, T ), resulta que∣∣∣∣ ∂∂t
∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ M Mα/2

( x

λTα/2

) x

λTα/2+1

α

2
,

que es una función integrable en (0,+∞) respecto de la variable x debido a (2.43).

• Hipótesis (2.92).

Para probar que

∂

∂τ

∫ τ

0
Mα/2

(
x

λ(τ − η)α/2

)
x

λ(τ − η)α/2+1

α

2
g(η)dη

1

(t− τ)α
∈ L1((x,∞)× (0, t))

se procede análogamente a lo hecho cuando veri�camos la Hipótesis (2.38).

Estamos en condiciones entonces de a�rmar que (2.88) es solución de la ecuación de difusión

fraccionaria.

Veri�quemos las condiciones de borde:
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• La condición inicial es

c5(x, 0) = lim
t↘0

−
∫ ∞

x

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτdξ.

Vimos en la veri�cación de la Hipótesis (2.89) que∫ t

0
Mα/2

(
ξ

λ(t− τ)α/2

)
ξ

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ ≤ MW

(
− ξ

λtα/2
,−α

2
, 1

)
que es una función integrable en (0,∞). Luego, podemos aplicar el Teorema de la Conver-

gencia Dominada y calcular el siguiente límite

lim
t↘0

∣∣∣∣∫ ∞

x

∫ t

0
Mα/2

(
ξ

λ(t− τ)α/2

)
ξ

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτdξ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞

x
lim
t↘0

∫ t

0
Mα/2

(
ξ

λ(t− τ)α/2

)
ξ

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτdξ

∣∣∣∣
≤
∫ ∞

x

∣∣∣∣limt↘0
MW

(
− ξ

λtα/2
,−α

2
, 1

)∣∣∣∣ dξ = 0

• Para la condición de Neumann procedemos como en (2.67) y obtenemos que

∂

∂x
c5(0, t) = lim

x↘0

∂

∂x

(
−
∫ ∞

x

∫ t

0
Mα/2

(
ξ

λ(t− τ)α/2

)
ξ

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτdξ

)

= lim
x↘0

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτ = g(t).

Teorema 9. Si f una función continua y acotada en R+
0 y g es una función continua en [0, T )

entonces

c(x, t) =
1

2λt
α
2

∫ ∞

0

[
Mα/2

(
x+ ξ

λt
α
2

)
+Mα/2

(
|x− ξ|
λt

α
2

)]
f(ξ)

−
∫ ∞

x

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτdξ (2.94)

es una solución del problema
Dαc(x, t) = λ2 ∂

2c

∂x2
(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

c(x, 0) = f(x), 0 < x < ∞,

∂
∂xc(0, t) = g(t), 0 < t < T.

(2.95)
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Teorema 10. El límite cuando α ↗ 1 de la solución del problema
Dαc5(x, t) = λ2∂

2c2
∂x2

(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

c5(x, 0) = 0, 0 < x < ∞,

∂
∂xc5(0, t) = g(t), 0 < t < T,

(2.96)

es la solución clásica del problema análogo asociado a la ecuación del calor
∂
∂tw(x, t) = λ2 ∂

2c

∂x2
(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T,

w(x, 0) = 0, 0 < x < ∞,

∂
∂xw(0, t) = g(t), 0 < t < T.

(2.97)

Demostración. Se puede ver en [7] que la solución del problema (2.97) está dada por

w(x, t) = −
∫ t

0

e
− x2

4(t−τ)√
π(t− τ)

g(τ)dτ. (2.98)

Llamemos cα5 a la solución del problema (2.96) dada por el Teorema 9,

cα5 (x, t) = −
∫ ∞

x

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτdξ.

Calculemos el límite cuando α ↗ 1. Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, el

Lema 2 y �nalmente el Teorema de Fubini,

lim
α↗1

cα5 (x, t) = limα↗1

{
−
∫ ∞

x

∫ t

0
Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτdξ.

}
= −

∫ ∞

x

∫ t

0
lim
α↗1

Mα/2

(
x

λ(t− τ)α/2

)
x

λ(t− τ)α/2+1

α

2
g(τ)dτdξ

= −
∫ ∞

x

∫ t

0

e
− x2

4(t−τ)

2
√
π

x

λ(t− τ)3/2
g(τ)dτ

= −
∫ t

0

∫ ∞

x

e
− x2

4(t−τ)

2
√
π

x

λ(t− τ)3/2
g(τ)dτ

= −
∫ t

0

e
− x2

4(t−τ)√
π(t− τ)

g(τ)dτ = w(x, t).

2.3.4 Unicidad

Consideremos el problema de contorno
Dαu(x, t) = λ2∂

2u

∂x2
(x, t) a < x < b, 0 < t < T, 0 < α < 1

u(x, 0) = u0(x) a ≤ x ≤ b

u(a, t) = ua(t), u(b, t) = ub(t), t ∈ (0, T ).

(2.99)
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De�nición 14. Una solución de (2.99) es una función u = u(x, t) de�nida en

ΩT = [a, b] × [0, T ] que pertenece al espacio CWT (a, b) = C(ΩT ) ∩W 1
t ((0, T )) ∩ C2

x(a, b) (donde

W 1(a, b) =
{
f ∈ C1(a, b] | f ′ ∈ L1[a, b]

}
), que satisface las condiciones en (2.99).

Si el problema (2.99) posee una solución clásica, entonces u0, ua y ub deben pertenecer a los

espacios C([a, b]), C(0, T ) respectivamente.

Los siguientes resultados (Teorema 11, 12, 13 y Corolario 10 ) son una simple adaptación a nuestra

notación de los resultados obtenidos por Y. Luchko en [34].

Teorema 11. Sea f ∈ W 1
t (0, T ) ∩ C([0, T ]) una función que asume su máximo en el intervalo

[0, T ] en el punto t0 ∈ (0, T ]. Entonces

(Dαf) (t0) ≥ 0 ∀α ∈ (0, 1).

Teorema 12. Sea u ∈ CWT (a, b) una solución clásica de (2.99) . Entonces

u(x, t) ≤ 0∀ (x, t) ∈ ΩT o u alcanza su máximo positivo sobre ∂p(ΩT ),

donde ∂p(ΩT ) := {(x, 0)/ a ≤ x ≤ b} ∪ {(a, t)/ 0 < t ≤ T} ∪ {(b, t)/ 0 < t ≤ T} es la frontera

parabólica de ΩT . En otras palabras,

u(x, t) ≤ max{0, max
(x,t)∈∂p(ΩT )

u(x, t)} ∀ (x, t) ∈ ΩT .

Teorema 13. Sea u ∈ CWT (a, b) una solución clásica de (2.99) . Entonces

||u||∞ ≤ max{M0,M1}

donde M0 := ||u0||∞ y M1 := max{||va||∞, ||vb||∞}.

Corolario 10. El problema (2.99) admite a lo sumo una solución clásica.

Lema 5. Si u y v son dos soluciones de dos problemas de contorno de tipo (2.99) donde las

funciones dato en el borde veri�can

u0(x) ≤ v0(x) ∀x ∈ [a, b], ua(t) ≤ va(t) ∀ t ∈ (0, T ) y ub(t) ≤ vb(t) ∀ t ∈ (0, T ).

Entonces u(x, t) ≤ v(x, t) ∀ (x, t) ∈ ΩT .
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Demostración. Basta observar que u− v es solución del problema
Dαw(x, t) = λ2∂

2w

∂x2
(x, t) a < x < b, 0 < t < T, 0 < α < 1

w(x, 0) = (u0 − v0)(x) a ≤ x ≤ b

w(a, t) = (ua − va)(t), w(b, t) = (ub − vb)(t), t ∈ (0, T )

donde las funciones dato son todas no positivas, luego max
(x,t)∈∂Ωp

{w(x, t)} ≤ 0, y aplicamos el

Teorema 12.

Teorema 14. El problema
Dαu(x, t) = λ2∂

2u

∂x2
(x, t), −∞ < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

u(x, 0) = u0(x), −∞ < x < ∞,

u acotada,

(2.100)

admite a lo sumo una solución.

Demostración. Supongamos que existen dos soluciones de (2.100), digamos u1 y u2. Siendo u

acotada, existe un M > 0 tal que |u(x, t)| ≤ M .

Sea v = u1 − u2. Entonces v es solución del problema
Dαv(x, t) = λ2 ∂

2v

∂x2
(x, t), −∞ < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

v(x, 0) = 0, −∞ < x < ∞,

|v(x, t)| ≤ 2M, −∞ < x < ∞, 0 < t < T.

(2.101)

Ahora bien, consideremos la función wA(x, t) =
2M

A2

(
2

Γ(α+ 1)
tα + x2

)
.

Teniendo en cuenta que Dα(tβ) =
Γ(β + 1)

Γ(1 + β − α)
tβ−α si β > −1, es fácil ver que wA es solución

de la ecuación de difusión fraccionaria.

Comparemos v y wA en el rectángulo RA = {(x, t) / −A ≤ x ≤ A, 0 ≤ t ≤ T}.

|v(x, 0)| = 0 ≤ 2M

A2
x2 = wA(x, 0). (2.102)

|v(A, t)| ≤ 2M. (2.103)

wA(A, t) =
2M

A2

(
2

Γ(α+ 1)
tα +A2

)
= 2M

(
2

A2Γ(α+ 1)
tα + 1

)
> 2M. (2.104)

Aplicando el Lema 5, resulta

|v(x, t)| ≤ wA(x, t) ∀ (x, t) ∈ RA. (2.105)
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Pero (2.105) es válido para todo A > 0. Fijando (x, t) y haciendo tender A a in�nito tenemos que

|v(x, t)| = 0, con lo que resulta que u1(x, t) = u2(x, t) para todo x ∈ R, 0 < t < T .
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Capítulo 3

El Problema de Stefan a Una Fase para

la Ecuación de Difusión Fraccionaria

3.1 Introducción

Los problemas de frontera libre unidimensionales para la ecuación del calor son problemas rela-

cionados a procesos de fusión y solidi�cación, que presentan una condición de calor latente en

la interface que conecta la velocidad de la frontera libre y el �ujo del calor de temperaturas en

ambas fases.

Este tipo de problemas ha sido estudiado en profundidad en los últimos 50 años (ver [4, 7, 10, 13,

20, 28, 35, 45, 49, 52, 53]) y, la difusión como �ujo de calor se expresa en término de un �ujo de

temperatura local e instantáneo.

Voller et al. [16] plantean, como hemos visto en la sección 2.1.2, que si consideramos un �ujo no

local formado por promedios con peso de gradientes de temperatura a través del tiempo, deriva-

mos en sub o super difusión según la derivada fraccionaria en el tiempo sea considerada de orden

menor o mayor que uno respectivamente, a la que llamaremos difusión anómala.

Es conocida la relación existente entre difusión y movimiento Browniano, donde el �time scaling�

de este tipo de problemas en proporcional a t1/2. ¾Qué pasa cuando este exponente es distinto de

1/2? Metzler & Klafter [38] han probado que la difusión anómala se puede modelar en término

de derivadas fraccionarias, considerando procesos de caminos aleatorios no-Brownianos.
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Existen ya muchos trabajos que nos brindan motivaciones físicas para estudiar este tipo de di-

fusión. En [38] se presentan situaciones físicas donde se presenta difusión anómala en ciertos �ujos

en medios porosos y conducción en semiconductores amorfos.

En [21] se ha observado comportamiento anómalo en simulaciones de gas en vidrios de polímeros.

En la rama de la biología, se han planteado modelos de difusión anómala de morfogenes en [59],

y se propone un modelo fraccionario en el tiempo para estudiar la in�uencia de la �sión celular

en el transporte de células durante el desarrollo de un tumor en [24].

Respecto de la formulación de problemas de frontera libre frccionarios, se ha observado que el

movimiento de la frontera de la humedad en la difusión horizontal en un ladrillo poroso puede ser

tanto sub como super difusivo. Otros experimentos han mostrado que el crecimiento de la helada

en una placa refrigerada puede ser superdifusiva ([50]).

3.2 El problema de Frontera Móvil para la EDF

Consideremos el siguiente problema de frontera móvil para la EDF.



(i) Dαu(x, t) = λ2∂
2u

∂x2
(x, t) s1(t) < x < s2(t), 0 < t ≤ T, 0 < α < 1

(ii) u(s1(t), t) = g(t) 0 < t ≤ T

(iii) u(s2(t), t) = h(t) 0 < t ≤ T

(iv) u(x, 0) = f(x) a ≤ x ≤ b

(3.1)

donde:

(H1) La curva s1 es una función Lipschitz continua superiormente en [0, T ], es decir que existe

una constante c > 0 tal que f(t2)− f(t1) ≥ −c(t2 − t1), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T .

(H2) La curva s2 es una función Lipschitz continua inferiormente en [0, T ], es decir que existe una

constante c > 0 tal que f(t2)− f(t1) ≤ −c(t2 − t1), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T .

(H3) s1(0) = a, s2(0) = b, donde a ≤ b, y la ecuación (iv) no se considera si a = b.

(H4) s1(t) < s2(t)∀t ∈ (0, T ].

(H5) f es una función no negativa en [a, b].

(H6) g y h son funciones no negativas en [0, T ].
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Siguiendo la notación clásica asociada al operador diferencial parabólico, de�nimos las siguientes

dos regiones:

ΩT = {(x, t)/s1(t) < x < s2(t), 0 < t ≤ T}, y la frontera parabólica

∂pΩT = {(s1(t), t), 0 < t ≤ T} ∪ {(s2(t), t), 0 < t ≤ T} ∪ {(x, 0), a ≤ x ≤ b}.

De�nición 15. Diremos que una función u = u(x, t) es solución del problema (3.1) si

1. u está de�nida en [a0, b0] × [0, T ], donde a0 = min{s1(t), t ∈ [0, T ]} y

b0 = max{s2(t), t ∈ [0, T ]}.

2. u ∈ CWΩT
= C(ΩT ) ∩ W 1

t ((0, T )) ∩ C2
x(ΩT ), donde

W 1
t ((0, T )) := {f(x, ·) ∈ C1((0, T )) tal que ft(x, ·) ∈ L1(0, T ) para cada x ∈ [a0, b0]}.

3. u es continua en ΩT ∪ ∂pΩT , excepto quizás en los puntos (a, 0) y (b, 0), donde pediremos

que

0 ≤ lim inf
(x,t)→(a,0)

u(x, t) ≤ lim sup
(x,t)→(a,0)

u(x, t) < +∞

y

0 ≤ lim inf
(x,t)→(b,0)

u(x, t) ≤ lim sup
(x,t)→(b,0)

u(x, t) < +∞.

4. u veri�ca las condiciones en (3.1).

Observación 17. Hemos pedido que u esté de�nida en [a0, b0] × [0, T ]debido a la naturaleza de

la derivada fraccionaria de Caputo Dαu(x, t), que involucra los valores de ut(x, τ) para todo τ en

[0, t]. (ver Figura 1).

DT
∂pDT

t

T

xa ba0 b0

Figura 3.1: Área de de�nición de u.

Ejemplo 4. Este tipo de problemas no ha sido estudiado en profundidad hasta ahora, pero te-

niendo en cuenta los resultados obtenidos en [43] y [44], es fácil ver que

u(x, t) = B +
C −B

1−W
(
−1,−α

2 , 1
) [1−W

(
− x

tα/2
,−α

2
, 1
)]

,
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donde W
(
· ,−α

2 , 1
)
es la función de Wright de parámetros −α

2 y 1 dada en la De�nición 5, es

una solución de 
Dα

t u(x, t) =
∂2u

∂x2
(x, t) 0 < x < tα/2, 0 < t ≤ T, 0 < α < 1

u(0, t) = B 0 < t ≤ T

u(tα/2, t) = C 0 < t ≤ T.

(3.2)

De aquí en adelante consideraremos λ = 1 y llamaremos Lα al operador asociado a la EDF

Lα :=
∂2

(∂x)2
−Dα. (3.3)

Proposición 15. Si u es una función tal que Lα[u] > 0 en ΩT , entonces u no puede asumir su

máximo en ΩT .

Demostración. Supongamos que existe un punto (x0, t0) ∈ ΩT (esto es s1(t0) < x0 < s2(t0),

0 < t0 ≤ T ), donde u asume su máximo. Debido al Principio de extremo para la derivada de

Caputo (ver Teorema 11), tenemos que Dαu(x0, t0) ≥ 0. Por otro lado, ∂2u
∂x2 (x0, t0) ≤ 0, ya que

u ∈ C2
x(ΩT ). Luego Lα[u](x0, t0) ≤ 0, lo que es una contradicción.

Corolario 11. Si u es una función tal que Lα[u] < 0 en ΩT , entonces u no puede asumir su

mínimo en ΩT .

Nota 3. El siguiente teorema es una adaptación al problema de frontera móvil (3.1) del resultado

obtenido en [33] para el problema de valores iniciales y de contorno asociado a la ecuación de

difusión fraccionaria generalizada, y es una especie de Principio del Máximo débil con el que

contamos para este tipo de operadores. El Principio del Máximo fuerte no tiene aún su versión

�fraccionaria�.

Teorema 15. Sea u ∈ CWΩT
una solución de (3.1). Luego

u(x, t) ≤ 0∀ (x, t) ∈ ΩT o bien u alcanza su máximo positivo en ∂pΩT .

Demostración. Si u ≤ 0 en ΩT está probado. Si no, supongamos que existe un (x0, t0), con

s1(t0) < x0 < s2(t0) y 0 < t0 ≤ T , tal que u(x0, t0) > max∂pΩT
u(x, t) = M ≥ 0.

Sea ϵ = u(x0, t0)−M > 0 y consideremos la función auxiliar

w(x, t) = u(x, t) +
ϵ

2

T − t

T
, (x, t) ∈ ΩT . (3.4)
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Observemos que

w(x, t) ≤ u(x, t) +
ϵ

2
∀(x, t) ∈ ΩT , (3.5)

y además, para cualquier (x, t) ∈ ∂pΩT , se tiene que

w(x0, t0) = u(x0, t0) +
ϵ
2
T−t0
T ≥ u(x0, t0) = ϵ +M ≥ ϵ + u(x, t) ≥ ϵ + w(x, t) − ϵ

2
=

ϵ

2
+ w(x, t).

Por lo tanto

w(x, t) < w(x0, t0) ∀(x, t) ∈ ∂pΩT . (3.6)

Luego, w asume su máximo en ΩT .

Por otro lado, teniendo en cuenta que Dαtβ = Γ(1+β)
Γ1+β−α t

β−α y la linealidad del operador de Caputo,

resulta que

Lα[w] = Lα[u] +
ϵ

2

t1−α

T
> 0 ∀ (x, t) ∈ ΩT .

Pero entonces, por Proposición 15, w no puede asumir su máximo en ΩT , lo que es una contradic-

ción.

Teorema 16. Sea u ∈ CWΩT
una solución de (3.1). Luego,

u(x, t) ≥ 0∀ (x, t) ∈ ΩT o bien u alcanza su mínimo negativo en ∂pΩT .

Teorema 17. El problema de frontera móvil (3.1) admite a lo sumo una solución.

Demostración. Supongamos que existen dos soluciones u1 y u2 del problema (3.1). Luego u2−u1

es solución del siguiente problema

(i) 0D
αu(x, t) = λ2∂

2u

∂x2
(x, t) s1(t) < x < s2(t), 0 < t ≤ T, 0 < α < 1

(ii) u(s1(t), t) = 0 0 < t ≤ T

(iii) u(s2(t), t) = 0 0 < t ≤ T

(iv) u(x, 0) = 0 a ≤ x ≤ b.

(3.7)

Aplicando los Teoremas 15 y 16, teniendo en cuenta que max∂pΩT
u = min∂pΩT

u = 0, resulta

u2 − u1 ≡ 0.

Nota 4. Eberhard Frederich Ferdinand Hopf (1902-1983) fue un destacado matemático austríaco

que hizo contribuciones signi�cativas en el campo de las ecuaciones diferenciales, topología y teoría

ergódica. Uno de sus trabajos más destacados es la formulación del principio del máximo fuerte

65



Cap. 3 Secc. 3.2

en ecuaciones diferenciales parciales para el operador elíptico ([22]).

En su trabajo [23], prueba un teorema que involucra el signo de la derivada exterior de una

función que es solución de una ecuación en derivadas parciales de tipo elíptico en una región

determinada.

Este teorema fue probado más adelante para el operador parabólico por A. Friedman [17] y R.

Viborni [54] separadamente.

Se puede encontrar una adaptación de este resultado en [7], quien lo denomina Lema de Hopf, y

el próximo teorema pretende generalizar este resultado para el operador asociado a la ecuación de

difusión fraccionaria

Teorema 18. Sea u ∈ CWΩT
una solución del problema (3.1) que satisface las hipótesis (H1)−

(H6).

1. Si existen t0 > 0 y δ > 0 tales que

u(s2(t0), t0) = M = sup
∂pΩT

u, (3.8)

|s1(t0)− s2(t0)| ≥ δ y u(x, t0) < M ∀x ∈ (s2(t0)− δ, s2(t0)), (3.9)

entonces

lim inf
x↗s2(t0)

u(x, t0)− u(s2(t0), t0)

x− s2(t0)
> 0. (3.10)

Si ux existe en (s2(t0), t0), entonces

ux(s2(t0), t0) > 0. (3.11)

2. Si existen t0 > 0 y δ > 0 tales que

u(s2(t0), t0) = m = inf
∂pΩT

u, (3.12)

existe δ > 0 tal que |s1(t0)− s2(t0)| ≥ δ y u(x, t0) > m ∀x ∈ (s2(t0)− δ, s2(t0)), (3.13)

entonces

lim sup
x↗s2(t0)

u(x, t0)− u(s2(t0), t0)

x− s2(t0)
< 0. (3.14)

Si ux existe en (s2(t0), t0), entonces

ux(s2(t0), t0) < 0. (3.15)
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Demostración. Vamos a probar el apartado 1. Para probar el apartado 2 se procede análogamente.

Consideremos la función

wα(x, t) = ϵ

[
1− exp{−µ(x− s2(t0))}

Eα(µAtα)

Eα(µAtα0 )

]
+M (3.16)

donde A, µ y ϵ son constantes a determinar y Eα es la función de Mittag-Le�er dada en la

de�nición 3

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, z ∈ C, α > 0. (3.17)

Notemos que wα = M sobre la curva

exp{−µ(x− s2(t0))}
Eα(µAt

α)

Eα(µAtα0 )
= 1. (3.18)

Observemos que la curva (3.18) es la grá�ca de la función

f(t) =
1

µ
ln

(
Eα(µAt

α)

Eα(µAtα0 )

)
+ s2(t0), t ∈ (0, t0] (3.19)

Claramente f(t0) = s2(t0) y es fácil ver que

f es creciente si µ > 0. (3.20)

Nuestro próximo objetivo es probar que existe t1 < t0 tal que f(t) < s2(t) ∀t ∈ (t1, t0).

Por (H2), s2 es una función Lipschitz continua inferiormente, luego, existe una constante L > 0

tal que

s2(t) ≥ L(t− t0) + s2(t0) ∀ 0 ≤ t ≤ t0. (3.21)

Teniendo en cuenta que la serie Eα(µAt
α) =

∑∞
k=0

(µAtα)k

Γ(αk+1) converge uniformemente sobre con-

juntos compactos y que zΓ(z) = Γ(z + 1) ∀ z ∈ C, resulta que

[Eα(µAtα)]′ =

∞∑
k=1

(µA)kαktαk−1

Γ(αk + 1)
=

∞∑
k=0

(µA)k+1tαk+α−1

Γ(αk + α)
= µAtα−1Eα,α(µAtα),

donde Eα,α es la función generalizada de Mittag�Le�er de parámetros ρ = β = α dada en la

de�nición 4. Luego,

f ′(t) =
1

µ

1

Eα(µAtα)

µA

t1−α
Eα,α(µAtα) =

A

t1−α

Eα,α(µAtα)

Eα(µAtα)
. (3.22)

De�namos ahora la siguiente función

H : R+
0 → R /H(t) =

Eα,α(µAtα)

Eα(µAtα)
.
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H es una función positiva y es cociente de funciones continuas donde el denominador es mayor

que 1 en [0,∞), luego H es continua en [0,∞).

H(0) = 1
Γ(α) > 0 ya que 0 < α < 1.

H(+∞) = C > 0 debido a que es cociente de funciones continuas de igual orden en ∞ (ver [19]).

Luego, podemos asegurar que existe m0 > 0 tal que

H(t) ≥ m0 ∀ t ≥ 0, ∀A,µ > 0. (3.23)

De (3.22) y (3.23), resulta que

f ′(t0) ≥
A

t1−α
0

m0. (3.24)

Eligiendo A > 0 de manera que A
t1−α
0

m0 > L podemos a�rmar que

f ′(t0) > L. (3.25)

Finalmente, sea ρ > 0 / f ′(t0) − ρ > L. Dado que f es derivable en t0 podemos asegurar que

existe un t1 < t0 tal que ∀ t ∈ (t1, t0),

L < f ′(t0)− ρ <
f(t)− f(t0)

t− t0
⇒ f(t) < L(t− t0) + f(t0) = L(t− t0) + s2(t0) ≤ s2(t)

Observemos que, de (3.9) y (3.20), podemos elegir t1 de manera que s1(t) < f(t) < s2(t)

∀t ∈ (t1, t0).

Ahora bien, sea A(x1, t0) (donde x1 = f(t1)), B(s2(t0), t0) y C(x1, t1). Por hipótesis (3.9), pode-

mos reelegir t1 de manera que x1 ∈ (s2(t0)− δ, s2(t0)) y u < M en AC.

Sea R la región limitada por AB, AC y la porción de grá�ca de f desde B a C, a la que llamare-

mos ĈB.(Ver Figura 2)

Vamos a considerar la región Rt0 = R◦ ∪ (AB − {A,B}) y su frontera parabólica

∂pR = AC ∪ ĈB.
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s1 s2

(s2(t0), t0)

t

t0

t1

x1 x

f

A B

C

Figura 3.2: R.

A continuación, analizaremos el comportamiento de u y wα en la frontera parabólica ∂pR.

Sea M0 = max
t1≤t≤t0

u(x1, t). Dado que u es continua, la hipótesis (3.9) y reestableciendo t1 si fuera

necesario, podemos a�rmar que M0 < M . Llamando η = M −M0, resulta que

u ≤ M − η en AC (3.26)

y

u ≤ M en ĈB. (3.27)

Por otro lado,

wα = M en ĈB. (3.28)

En AC, teniendo en cuenta que Eα(µAt
α) es una función creciente, tenemos que,

wα(x1, t) = ϵ

[
1− exp {−µ(x1 − s2(t0))}

Eα(µAt
α)

Eα(µAtα0 )

]
+M ≥ ϵ [1− exp {−µ(x1 − s2(t0))}] +M.

(3.29)

Tomando ϵ =
η

exp {−µ(x1 − s2(t0))} − 1
, resulta que

wα(x1, t) ≥ −η +M. (3.30)

Vimos en la Proposición 12 que

Dα(Eα(µAt
α)) = µAEα(µAtα). (3.31)

Aplicando ahora el operador Lα a la función wα y teniendo en cuenta (3.31) resulta que

Lα[wα](x, t) = ϵ exp {−µ(x− s2(t0))}
Eα(µAt

α)

Eα(µAtα0 )
(µA− µ2) < 0 si µ = A+ 1. (3.32)
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Finalmente, de�nimos la función z = wα − u en R. Analicemos el comportamiento de z en la

frontera parabólica ∂pR.

De (3.26) y (3.30), z ≥ 0 en AC. De (3.27) y (3.28), z ≥ 0 en ĈB .

Además, Lα[z] = Lα[wα]− Lα[u] < 0 en Rt0 .

Aplicando el Corolario 11, podemos a�rmar que z no puede asumir su mínimo en Rt0 . Luego

z ≥ 0 en R. En particular,

z(x, t0) = wα(x, t0)− u(x, t0) ≥ 0, ∀x1 ≤ x ≤ s2(t0). (3.33)

Recordando que u(s2(t0), t0) = wα(s2(t0, t0)) = M , la siguiente expresión es equivalente a (3.33):

u(x, t0)− u(s2(t0), t0)

x− s2(t0)
≥ wα(x, t0)− wα(s2(t0, t0))

x− s2(t0)
. (3.34)

Luego

lim inf
x↗s2(t0)

u(x, t0)− u(s2(t0), t0)

x− s2(t0)
≥ lim inf

x↗s2(t0)

wα(x, t0)− wα(s2(t0, t0))

x− s2(t0)
.

Pero wα es derivable en el punto (s(t0), t0), luego

lim inf
x↗s2(t0)

wα(x, t0)− wα(s2(t0, t0))

x− s2(t0)
= wαx(s2(t0), t0) = ϵµ = ϵ(A+ 1) > 0

y vale (3.10).

Finalmente, si ux existe en (s2(t0), t0), de (3.34) se deduce que

ux(s2(t0), t0) ≥ wαx(s2(t0), t0) > 0 (3.35)

y por lo tanto vale (3.11).

El mismo resultado es válido si consideramos s1 en vez de s2.

Teorema 19. Sea u ∈ CWΩT
una solución del problema (3.1) que satisface las hipótesis (H1)−

(H6).

1. Si existen t0 > 0 y δ > 0 tales que

u(s1(t0), t0) = M = sup
∂pΩT

u, (3.36)
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|s1(t0)− s2(t0)| ≥ δ y u(x, t0) < M ∀x ∈ (s1(t0), s1(t0) + δ), (3.37)

entonces

lim sup
x↗s1(t0)

u(x, t0)− u(s1(t0), t0)

x− s1(t0)
< 0. (3.38)

Si ux existe en el punto (s1(t0), t0), entonces

ux(s1(t0), t0) < 0. (3.39)

2. Si existen t0 > 0 y δ > 0 tales que

u(s1(t0), t0) = m = inf
∂pΩT

u, (3.40)

|s1(t0)− s2(t0)| ≥ δ y u(x, t0) > m ∀x ∈ (s1(t0), s1(t0) + δ), (3.41)

entonces

lim inf
x↗s1(t0)

u(x, t0)− u(s1(t0), t0)

x− s1(t0)
> 0. (3.42)

Si ux existe en el punto (s1(t0), t0), entonces

ux(s1(t0), t0) > 0. (3.43)

3.3 El problema de Stefan para la EDF. Dependencia monótona

de los datos

Consideraremos a continuación un problema de Stefan fraccionario, esto es, un problema de

frontera libre para la EDF, donde la condición tradicional de Stefan que conecta la velocidad de

la frontera libre con el �ujo de temperatura, será reemplazada por lo que llamaremos �condición

fraccionaria de Stefan�

Dαs(t) = −k
∂u

∂x
(s(t), t), 0 < t < T. (3.44)



(i) Dαu(x, t) = λ2∂
2u

∂x2
(x, t), 0 < x < s(t), 0 < t < T, 0 < α < 1, λ > 0,

(ii) u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ b = s(0),

(iii) u(0, t) = g(t), 0 < t ≤ T,

(iv) u(s(t), t) = C, 0 < t ≤ T, C ≥ 0,

(v) Dαs(t) = −k
∂u

∂x
(s(t), t), 0 < t ≤ T, k > 0 cte,

(3.45)

donde las funciones f y g son funciones no negativas tales que f ≥ C y g ≥ C.
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De�nición 16. El par {u, s} es una solución del problema (3.45) si

1. s es una función continua en [0, T ] tal que s ∈ W 1(0, T ), s(0) = b y s(t) > 0 para todo

t ∈ (0, T ).

2. u está de�nida en [0, b0]× [0, T ] donde b0 = max{s(t), 0 ≤ t ≤ T},

3. u ∈ CWΩT
= C(ΩT ) ∩W 1((0, T )) ∩ C2

x(DT ).

4. u es continua en ΩT ∪ ∂pΩT , excepto quizás en los puntos (0, 0) y (b, 0), donde pediremos

que

0 ≤ lim inf
(x,t)→(0,0)

u(x, t) ≤ lim sup
(x,t)→(0,0)

u(x, t) < +∞,

0 ≤ lim inf
(x,t)→(b,0)

u(x, t) ≤ lim sup
(x,t)→(b,0)

u(x, t) < +∞.

5. Existe
∂u

∂x
(s(t), t) para todo t ∈ (0, T ].

6. u y s satisfacen (3.45).

Proposición 16. Sea f ∈ C1[0, T ] una función que asume su máximo en el punto t0 ∈ (0, T ].

Entonces vale la siguiente desigualdad

Dαf(t0) ≥
t−α
0

Γ(1− α)
f(t0) (3.46)

Demostración. Ver Teorema 2.1 [3].

Teorema 20. Sean {u1, s1} y {u2, s2} dos soluciones del problema de Stefan fraccionario (3.45)

correspondientes a los datos {b1, f1, g1} y {b2, f2, g2}, respectivamente. Supongamos que

b1 < b2, 0 ≤ f1 ≤ f2 y 0 ≤ g1 ≤ g2. Entonces s1(t) < s2(t) ∀ t ∈ [0, T ).

Demostración. Las funciones s1 y s2 son continuas en s1(0) = b1 < b2 = s2(0). Consideremos el

conjunto acotado A = {t ∈ [0, T ]/ (s1 − s2)(t) = 0}. Si A = ∅, el teorema está probado. Si A ̸= ∅,

existe t0 = inf A. Siendo las funciones s1 y s2 continuas, resulta que t0 ∈ A, s1(t0) = s2(t0), y

podemos decir que t0 es el primer t para el cual s1(t0) = s2(t0).

Sea h : [0, t0] → R la función de�nida por h(t) = (s1 − s2)(t). Observemos que h tiene las

siguientes propiedades:

(h-1) h ∈ C1(0, t0] ∩ C[0, t0] (por De�nición 16).

(h-2) h(0) = b1 − b2 < 0.
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(h-3) h es una función no positiva y h(t0) = 0.

De (h-1), (h-2) y (h-3), h alcanza su máximo en el punto t0.

Aplicando la proposición 16, resulta que

Dαh(t0) ≥
h(t0)− h(0)

tα0Γ(1− α)
. (3.47)

Luego,

Dαh(t0) ≥
b2 − b1

tα0Γ(1− α)
> 0. (3.48)

Teniendo en cuenta la Proposición 11 y que s1 y s2 satisfacen la condición de Stefan (3.45)-(v),

(3.48) implica que
∂u2
∂x

(s2(t0), t0)−
∂u1
∂x

(s1(t0), t0) > 0. (3.49)

Por otro lado, la función w(x, t) = u2(x, t) − u1(x, t) es una solución del siguiente problema de

frontera móvil

Dαw(x, t) =
∂2w

∂x2
w(x, t) 0 < x < s1(t), 0 < t ≤ t0, 0 < α < 1,

w(0, t) = (g2 − g1)(t) ≥ 0 0 < t ≤ t0

w(s1(t), t) = u2(s1(t), t) 0 < t ≤ t0

w(x, 0) = (f2 − f1)(x) ≥ 0 0 ≤ x ≤ b1 = s1(0)

(3.50)

Aplicando el Teorema 16 a u2 en la región Ω2
t0 donde Ω2

t0 = {(x, t) / 0 < t ≤ t0, 0 < x < s2(t)},

resulta que u2(s1(t), t) ≥ 0.

Ahora, aplicando de nuevo el Teorema 16 a w el problema (3.50), resulta que w ≥ 0 en Ω1
t0 ,

donde Ω1
t0 = {(x, t) / 0 < t ≤ t0, 0 < x < s1(t)}.

Podemos a�rmar entonces que w alcanza su mínimo en el punto (s1(t0), t0).

Ahora bien, si existe ϵ > 0 tal que w(x, t0) > 0 para todo x ∈ (s1(t0)− ϵ, s1(t0)), podemos aplicar

el Teorema 18-2 y concluir que
∂w

∂x
(s1(t0), 0) < 0. Luego

∂u2
∂x

(s2(t0), t0)−
∂u1
∂x

(s1(t0), t0) < 0, (3.51)

lo que contradice (3.50).

Si, por el contrario, existe una sucesión {ϵn} tal que ϵn → 0 y, para todo n ∈ N existe un

xn ∈ (s1(t0)− ϵn, s1(t0)) tal que w(xn, t0) = 0, entonces

lim
n→∞

w(xn, t0)− w(s1(t0), t0)

ϵn
= 0
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y debido a la existencia de
∂w

∂x
(s1(t0), t0) (por De�nición 16 - 6), resulta que

∂w

∂x
(s1(t0), t0) = 0.

Luego

∂u2
∂x

(s2(t0), t0)−
∂u1
∂x

(s1(t0), t0) = 0, (3.52)

lo que contradice (3.50) nuevamente.

Esta contradicción proviene de suponer que existe un t0 > 0 tal que t0 es el primer t para el cual

s1(t0) = s2(t0). Luego s1(t) < s2(t)∀ t ∈ [0, T ).

Proposición 17. Si {u, s} es una solución del problema de Stefan fraccionario (3.45) , entonces

este par veri�ca las siguiente ecuaciones:

∂

∂t
u(x, t) = λ2 RLD1−α

t

∂2

∂x
u(x, t). (3.53)

d

dt
s(t) = −kRLD1−α

t ux(s(t), t). (3.54)

Demostración. Sea {u, s} una solución del problema de Stefan fraccionario (3.45). Luego

Dαu(x, t) = λ2∂
2u

∂x2
(x, t). (3.55)

Por de�nición de derivada fraccionaria de Caputo, (3.55) equivale a

0I
1−α

(
∂

∂t
u(x, t)

)
= λ2∂

2u

∂x2
(x, t).

A continuación aplicamos el operador derivada fraccionaria de Riemann�Liouville de orden 1−α

a ambos miembros,

RLD1−α
t 0I

1−α

(
∂

∂t
u(x, t)

)
= λ2 RLD1−α

t

∂2u

∂x2
(x, t).

Por Propiedad 7, RLD1−α
t es inverso a izquierda de 0I

1−α, luego

∂

∂t
u(x, t) = λ2 RLD1−α

t

∂2u

∂x2
(x, t).

De manera análoga obtenemos la ecuación (3.54).
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Observación 18. No es válido que la condición (3.54) implique la condición fraccionaria de Ste-

fan (3.44), ya que la integral fraccionaria I1−α no es el operador inverso a izquierda del operador

derivada fraccionaria de Riemann�Liouville RLD1−α. Más aún, si aplicamos la Proposición 8,

resulta que

I1−α
(
RLD1−α

t ux(s(t), t)
)
= ux(s(t), t)−

Iαux(s(0
+), 0+)

Γ(1− α)tα
.

Luego, podemos a�rmar que las condiciones (3.44) y (3.54) son equivalentes si

ux(s(0
+), 0+) = 0

.

Proposición 18. Si {u, s} es una solución del problema (3.45), entonces el par también veri�ca

la siguiente condición integral sobre la frontera

s2(t) =
b2

1 + C
+

2

1 + C

∫ t

0

RLD1−α
t g(τ)dτ+

2

1 + C

∫ b

0
ξf(ξ)dξ− 2

1 + C

∫ s(t)

0
ξu(ξ, t)dξ− 2C

(1 + C)Γ(α)
tα.

(3.56)

Demostración. Recordemos la identidad de Green:∫
∂Ω

Pdt+Qdx =

∫∫
Ω
Qt − Px dA,

donde Ω es una región abierta simplemente conexa, su frontera ∂Ω es una curva de Jordan suave

a trozos y el campo F = (P,Q) es C1 en un abierto que contiene a Ω.

Con el objetivo de utilizar esta identidad para obtener nuestra expresión integral para la frontera

libre, de�nimos las siguientes funciones

P (x, t) = −xRLD1−α
t ux(x, t) +

RLD1−α
t u(x, t) (3.57)

Q(x, t) = −xu(x, t) (3.58)

Siendo {u, s} una solución del problema (3.45), (por De�nición 16,

u ∈ CWDT
= C(ΩT )∩W 1((0, T ))∩C2

x(ΩT )), resulta que u y ux son funciones C1 en Ω◦
T . Por otro

lado, recordando que RLD1−α
t ux(x, t) se puede expresar como la siguiente convolución,

∂

∂t
I1−α
t (ux(x, t)) =

∂

∂t
χ(t) ∗ u(x, t)
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donde

χ(τ) =


tα−1

Γ(α) si 0 < τ < t

0 si no
,

y siendo χ una función L1
loc, resulta que la convolución hereda las propiedades de u, y con esto

podemos asegurar que el campo F = (P,Q) cuenta con la regularidad necesaria en Ω◦
T .

Observemos que debido a que u puede presentar singularidades de salto �nito en los puntos (0, 0)

y (b, 0) de la frontera parabólica ∂pΩ, vamos a considerar la región

Ωϵ =
{
(x, τ) ∈ R2 / ϵ < τ < t, 0 < x < s(τ)

}
,

en donde será lícito aplicar la identidad de Green.

Podemos asegurar entonces que∫
∂Ωϵ

Pdt+Qdx =∫∫
Ωϵ

[
−xut(x, t) +

RLD1−α
t ux(x, t) + x

∂

∂x

(
RLD1−α

t ux(x, t)
)
− ∂

∂x

(
RLD1−α

t u(x, t)
)]

dt dx.

Con un argumento análogo al utilizado antes en el que expresamos la derivada fraccionaria como

una convolución, se prueba que podemos intercambiar derivada ∂/∂x con RLD1−α
t . Luego, apli-

cado la Proposición 17 resulta que∫
∂Ωϵ

Pdt+Qdx =

∫∫
Ωϵ

[
−xut(x, t) +

RLD1−α
t ux(x, t) + xRLD1−α

t uxx(x, t)−RL D1−α
t ux(x, t)

]
dt dx

=

∫∫
Ωϵ

x
[
RLD1−α

t uxx(x, t)− ut(x, t)
]
dt dx = 0.

Por lo tanto, ∫
∂Ωϵ

[
−xRLD1−α

t ux(x, t) +
RLD1−α

t u(x, t)
]
dt− xu(x, t)dx = 0. (3.59)

t

xb

ǫ

s(ǫ)

Ωǫ1

Ωǫ2

Ωǫ3

Ωǫ4

x = s(τ)

Figura 3.3: Contorno Ωϵ

Separemos el contorno ∂Ωϵ en

∂Ωϵ = ∂Ωϵ1 ∪ ∂Ωϵ2 ∪ ∂Ωϵ3 ∪ ∂Ωϵ4

como se ve en la �gura 3.
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Parametrizamos ∂Ωϵ1: −∂Ωϵ1 = {(0, τ), ϵ ≤ τ ≤ t}. Luego dx = 0, dt = dτ y

∫
∂Ωϵ1

Pdt+Qdx = −
∫ t

ϵ

RLD1−α
t u(0, τ)dτ = −

∫ t

ϵ

RLD1−α
t g(τ)dτ. (3.60)

Parametrizamos ∂Ωϵ2: −∂Ωϵ2 = {(ξ, ϵ), 0 ≤ ξ ≤ s(ϵ)}. Luego dx = dξ, dt = 0 y∫
∂Ωϵ2

Pdt+Qdx =

∫ s(ϵ)

0
−ξu(ξ, ϵ)dξ. (3.61)

Parametrizamos ∂Ωϵ3: ∂Ωϵ3 = {(s(τ), τ), ϵ ≤ τ ≤ t}, dx = s′(τ)dτ , dt = dτ y teniendo en cuenta

que u es solución del problema (3.45), podemos aplicar la Proposición 17 y∫
∂Ωϵ3

Pdt+Qdx =

∫ t

ϵ

[
−s(τ)RLD1−α

t ux(s(τ), τ) +
RLD1−α

t u(s(τ), τ)− s(τ)s′(τ)
]
dτ

=

∫ t

ϵ

[
−s(τ)s′(τ) + RLD1−α

t C − s(τ)s′(τ)C
]
dτ

=

∫ t

ϵ
−(1 + C)s(τ)s′(τ) +

C

Γ(α)τ1−α
dτ

= −(1 + C)

[
s2(t)

2
− s2(ϵ)

2

]
+

C

Γ(α)
[tα − ϵα] .

(3.62)

Parametrizamos ∂Ωϵ4: −∂Ωϵ4 = {(ξ, t), 0 ≤ ξ ≤ s(t)}. Luego dx = dξ, dt = 0 y∫
∂Ωϵ4

Pdt+Qdx =

∫ s(t)

0
ξu(ξ, t)dξ. (3.63)

De (3.59), (3.60), (3.61), (3.62) y (3.63), resulta que

−
∫ t

ϵ

RLD1−α
t g(τ)dτ−

∫ s(ϵ)

0
ξu(ξ, ϵ)dξ−(1+C)

[
s2(t)

2
− s2(ϵ)

2

]
+

C

Γ(α)
[tα − ϵα]+

∫ s(t)

0
ξu(ξ, t)dξ = 0.

(3.64)

Tomando límite cuando ϵ ↘ 0 y teniendo en cuenta que s(0) = b y que u(ξ, 0) = f(ξ),

−
∫ t

0

RLD1−α
t g(τ)dτ −

∫ b

0
ξf(ξ)dξ − (1 + C)

[
s2(t)

2
− b

2

]
+

C

Γ(α)
tα +

∫ s(t)

0
ξu(ξ, t)dξ = 0. (3.65)

Despejando s2(t) se obtiene la tesis.

Nota 5. Supongamos que conocemos la frontera s. Consideremos el siguiente problema de frontera

móvil
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(i) Dαu(x, t) = λ2∂
2u

∂x2
(x, t), 0 < x < s(t), 0 < t ≤ T, 0 < α < 1,

(ii) u(0, t) = g(t), 0 < t ≤ T,

(iii) u(s(t), t) = C, 0 < t ≤ T,

(iv) u(x, 0) = f(x), 0 ≤ x ≤ b = s(0),

(3.66)

donde C ≤ g(t) y C ≤ f(t) para todo t ∈ (0, T ].

Sea u es la solución de (3.66) y consideremos la función z(x, t) = u(x, t) − C. Debido a la

linealidad de la derivada de Caputo y el hecho de que la derivada de Caputo de las constantes es

cero, resulta que z es solución del siguiente problema:



(i) Dαz(x, t) = λ2 ∂
2z

∂x2
(x, t), 0 < x < s(t), 0 < t ≤ T, 0 < α < 1,

(ii) z(0, t) = g(t)− C ≥ 0, 0 < t ≤ T,

(iii) z(s(t), t) = 0, 0 < t ≤ T,

(iv) z(x, 0) = f(x)− C ≥ 0, 0 ≤ x ≤ b = s(0).

(3.67)

Aplicando el Teorema 15 resulta que z ≥ 0 en ΩT , luego u ≥ C en ΩT .

Teorema 21. (Monotonía) Sean {u1, s1} y {u2, s2} dos soluciones del problema de Stefan frac-

cionario (3.45) correspondientes a los datos {b1, f1, g1} y {b2, f2, g2}, respectivamente.

Supongamos que b1 ≤ b2, 0 ≤ f1 ≤ f2 y 0 ≤ g1 ≤ g2. Entonces s1(t) ≤ s2(t)∀ t ∈ [0, T ).

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que C = 0. Sea δ > 0 y sea {uδ2, sδ2} una

solución del problema (3.45) correspondiente a los datos {b2 + δ, f2, g2}.

Aplicando el Teorema 20 a las soluciones {u1, s1} y {uδ2, sδ2}, y, {u2, s2} y {uδ2, sδ2} obtenemos que

s1(t) < sδ2(t), 0 < t ≤ T (3.68)

y

s2(t) < sδ2(t), 0 < t ≤ T. (3.69)

Ahora bien, aplicando la Proposición 3.56 a las fronteras s2 y sδ2 y restando miembro a miembro,

sδ2(t)
2 − s2(t)

2 = (b2 + δ)2 − 2

∫ sδ2(t)

0
ξuδ2(ξ, t)dξ − b22 + 2

∫ s2(t)

0
ξu2(ξ, t)dξ. (3.70)

De (3.69) y (3.70) resulta que
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sδ2(t)
2 − s2(t)

2 = (b2 + δ)2 − b22 − 2

∫ s2(t)

0
ξ
[
uδ2(ξ, t)− u2(ξ, t)

]
dξ − 2

∫ sδ2(t)

s2(t)
ξuδ2(ξ, t)dξ. (3.71)

Observemos que uδ2 es solución del siguiente problema de frontera móvil

(i) 0D
αw(x, t) = λ2∂

2w

∂x2
(x, t), 0(t) < x < s2(t), 0 < t ≤ T,

(ii) w(0, t) = g2(t) ≥ 0, 0 < t ≤ T,

(iii) w(sδ2(t), t) = 0, 0 < t ≤ T,

(iv) w(x, 0) = f2(x) ≥ 0, a ≤ x ≤ b.

(3.72)

Luego, por Teorema 16, podremos asegurar que

uδ2(x, t) ≥ 0 en ΩT =
{
(x, t) /0 ≤ x ≤ sδ2(t), 0 ≤ t ≤ T

}
(3.73)

En particular,

uδ2(s2(t), t) ≥ 0, 0 < t < T (3.74)

Por otro lado, uδ2 − u2 es solución del siguiente problema de frontera móvil



(i) 0D
αw(x, t) = λ2∂

2w

∂x2
(x, t), 0(t) < x < s2(t), 0 < t ≤ T,

(ii) w(0, t) = 0, 0 < t ≤ T,

(iii) w(s2(t), t) = uδ2(s2(t), t) ≥ 0, 0 < t ≤ T,

(iv) w(x, 0) = 0, a ≤ x ≤ b.

(3.75)

Teniendo en cuenta (3.73), podemos aplicar nuevamente el Teorema 16 resultando que

uδ2(x, t)− u2(x, t) ≥ 0 en ΩT = {(x, t) /0 ≤ x ≤ s2(t), 0 ≤ t ≤ T} . (3.76)

De (3.71), (3.74) y (3.76),

sδ2(t)
2 − s2(t)

2 ≤ (b2 + δ)2 − b22, δ > 0.

Por lo tanto,

sδ2(t)
2 ≤ s2(t)

2 + (b2 + δ)2 − b22, δ > 0. (3.77)

Juntando (3.68) y (3.78), y siendo si(t) > 0, i = 1, 2 por De�nición 16, resulta
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s1(t)
2 < s2(t)

2 + (b2 + δ)2 − b22, δ > 0. (3.78)

Finalmente, tomando límite cuando δ ↘ 0, obtenemos la tesis.

Teorema 22. El problema de Stefan fraccionario (3.45) admite a lo sumo una solución.

Demostración. Supongamos que existen dos pares {u1, s1} y {u2, s2}, soluciones del problema de

Stefan fraccionario (3.45) correspondientes ambos a los datos {b, f, g}.

Aplicando el Teorema 21, resulta que s1 ≤ s2 y s2 ≤ s1. Luego, s1 ≡ s2.

Ahora que la frontera es la misma, podemos aplicar el teorema de unicidad para el problema de

frontera móvil (Teorema 17) y resulta que u1 ≡ u2.
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Capítulo 4

Soluciones explícitas

4.1 Tres problemas equivalentes

En esta última sección, vamos a resolver explícitamente tres problemas de Stefan fraccionarios

para tres condiciones de borde diferentes: uno con condición de Dirichlet, el segundo con una

condición de Neumann y el tercero con una condición de tipo convectiva.

Para �nalizar vamos a dar condiciones su�cientes bajo las cuales, estos tres problemas son

equivalentes.

Presentamos a continuación los problemas a resolver:

1. El problema de Stefan fraccionario con condición de Dirichlet constante:



(i) Dαu(x, t) = λ2∂
2u

∂x2
(x, t), 0 < x < s(t), t > 0, 0 < α < 1, λ > 0,

(ii) u(0, t) = B, t > 0, B > 0 constante,

(iii) u(s(t), t) = C < B, t > 0,

(iv) Dαs(t) = −kux(s(t), t), t > 0, k > 0,

(v) s(0) = 0.

(4.1)

2. El problema de Stefan fraccionario con condición de Neumann:
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(i) Dαu(x, t) = λ2∂
2u

∂x2
(x, t), 0 < x < s(t), t > 0, 0 < α < 1, λ > 0,

(ii) ux(0, t) = − q
tα/2 , t > 0, q > 0,

(iii) u(s(t), t) = C, t > 0,

(iv) Dαs(t) = −kux(s(t), t), t > 0,

(v) s(0) = 0.

(4.2)

3. El problema de Stefan fraccionario con condición convectiva:



(i) Dαu(x, t) = λ2∂
2u

∂x2
(x, t), 0 < x < s(t), t > 0, 0 < α < 1, λ > 0

(ii) mux(0, t) =
h

tα/2 (u(0, t)−D), t > 0 B > 0 constante,

(iii) u(s(t), t) = C < D, t > 0,

(iv) Dαs(t) = −kux(s(t), t), t > 0, k > 0,

(v) s(0) = 0.

(4.3)

• Resolución del problema (4.1).

Vimos en la sección 2.3.1 que la función

z(x, t) = B +A

[
1−W

(
−x

λtα/2
,−α

2
, 1

)]
(4.4)

es una solución del problema


Dαz(x, t) = λ2 ∂

2z

∂x2
(x, t), 0 < x < ∞, 0 < t < T, 0 < α < 1,

z(0, t) = B, 0 < t < T,

z(x, 0) = A, 0 < x < ∞.

(4.5)

O sea que z veri�ca las condiciones (4.1− i) y (4.1− ii).

Consideremos entonces la siguiente función:

u1(x, t) = B + b1

[
1−W

(
− x

λtα/2
,−α

2
, 1
)]

, b1 constante a determinar. (4.6)

Claramente u1 veri�ca (4.1− i) y (4.1− ii).

Reemplazando (4.6) en la condición (4.1− iii),

u1(s(t), t) = a1 + b1

[
1−W

(
− s(t)

λtα/2
,−α

2
, 1

)]
= C. (4.7)
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Notemos que (4.7) se debe veri�car para todo t ∈ (0, T ), lo que nos lleva a suponer que s(t)

debe ser proporcional a tα/2. Sea entonces

s1(t) = λξtα/2 ξ > 0 constante a determinar. (4.8)

En particular, s1 veri�ca (4.1− v).

De (4.7) y (4.8),

C = B + b1

[
1−W

(
−ξ,−α

2
, 1
)]

⇒ b1 = − B − C

1−W
(
−ξ,−α

2 , 1
) (4.9)

donde hemos aplicado el Corolario 9 para despejar b1.

Por lo tanto,

u1(x, t) = B − B − C

1−W
(
−ξ̃,−α

2 , 1
) [1−W

(
− x

λtα/2
,−α

2
, 1
)]

. (4.10)

Consideremos ahora la condición fraccionaria de Stefan (4.1-iv). Teniendo en cuenta que

Dα(tβ) =
Γ(β + 1)

Γ(1 + β − α)
tβ−α si β > −1,

y que la derivada de Caputo es lineal,

Dαs1(t) = Dα(λξtα/2) = λξ
Γ(1 + α

2 )

Γ(1− α
2 )

t−α/2. (4.11)

Por otro lado, utilizando (2.13) para derivar la función de Wright tenemos que

∂u1
∂x

(x, t) = b1

[
−W

(
− x

λtα/2
,−α

2
, 1− α

2

)](
− 1

λtα/2

)
=

b1

λtα/2
Mα/2

(
− x

λtα/2

)
.

Luego,

∂u1
∂x

(s1(t), t) =
b1

λtα/2
Mα/2 (ξ) = − B − C

1−W
(
−ξ,−α

2 , 1
) 1

λtα/2
Mα/2 (ξ) . (4.12)

Juntando (4.11) y (4.12),

Dαs1(t) = −kux(s1(t), t) ⇔ λξ
Γ(1 + α

2 )

Γ(1− α
2 )

1

tα/2
= −k

−(B − C)

1−W
(
−ξ,−α

2 , 1
) 1

λtα/2
Mα/2 (ξ)

⇔ ξ
[
1−W

(
−ξ,−α

2
, 1
)] 1

Mα/2 (ξ)
=

k

λ2

Γ(1− α
2 )

Γ(1 + α
2 )

(B − C). (4.13)

Veamos si esta ecuación cuya incógnita es ξ admite solución. Con este propósito de�nimos

la función

H : [0,∞) → R /H(ξ) = ξ
[
1−W

(
−ξ,−α

2
, 1
)] 1

Mα/2 (ξ)
. (4.14)

H tiene las siguientes propiedades:
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1. H(0+) = 0

2. H(+∞) = +∞

3. H es una función continua y estrictamente creciente.

En efecto:

H(0) = 0
[
1−W

(
0,−α

2 , 1
)]

1
Mα/2(0)

= 0. Luego, se veri�ca 1.

Aplicando los Corolarios 4 y 5, y el Lema 1, obtenemos 2.

Por Lema 1 y Corolario 9, tenemos que H es producto de funciones estrictamente crecientes

y positivas, luego, H es estrictamente creciente. La continuidad es consecuencia del Lema 1

y de que la función de Wright es una función entera ya que α
2 ∈ (0, 1). Luego vale 3.

Finalmente, siendo C < B y α ∈ (0, 1), resulta que k
λ2

Γ(1−α
2
)

Γ(1+α
2
)(B−C) > 0. Esto nos permite

asegurar que existe un único valor ξ̃ > 0 tal que

H(ξ̃) =
k

λ2

Γ(1− α
2 )

Γ(1 + α
2 )

(B − C). (4.15)

Estamos en condiciones entonces de a�rmar que el par u1(x, t) = B − B−C
1−W(−ξ̃,−α

2
,1)

[
1−W

(
− x

λtα/2 ,−α
2 , 1
)]

s1(t) = λξ̃tα/2
(4.16)

donde ξ̃ es la única solución de la ecuación H(ξ) = k
λ2

Γ(1−α
2
)

Γ(1+α
2
)(B − C), es solución del

problema (4.1).

Más aún, el problema (4.1) está bajo las hipótesis del problema (3.45), luego, podemos

aplicar el Teorema 22 obteniendo así que (4.16) es la única solución del problema (4.1).

• Resolución del problema (4.2).

Razonando como antes, proponemos la función

u2(x, t) = a2 + b2

[
1−W

(
− x

λtα/2
,−α

2
, 1
)]

a2, b2 constantes a determinar. (4.17)

u2 veri�ca (4.2− i).

Ahora bien,
∂u2
∂x

(x, t) =
b2

λtα/2
Mα/2

( x

λtα/2

)
.
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Reemplazando en la condición (4.2-ii), obtenemos b2:

∂u2
∂x

(0, t) =
b2

λtα/2
1

Γ
(
1− α

2

) = − q

tα/2
⇒ b2 = −qλΓ

(
1− α

2

)
. (4.18)

Reemplazando u2 en la condición sobre la frontera libre (4.2-iii),

u2(s2(t), t) = a2 + b2

[
1−W

(
− s2(t)

λtα/2
,−α

2
, 1

)]
= C. (4.19)

Nuevamente vamos a pedir que s2(t) sea proporcional a tα/2. Esto es,

s2(t) = λµtα/2 µ > 0 a determinar. (4.20)

De (4.18), (4.19) y (4.20),

a2 = C + qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ,−α

2
, 1
)]

. (4.21)

Enfocándonos en la condición fraccionaria de Stefan (4.2− iv), tenemos:

Dαs2(t) = λµ
Γ(1 + α

2 )

Γ(1− α
2 )

1

tα/2
(4.22)

y
∂u2
∂x

(s2(t), t) =
b2

λtα/2
Mα/2(µ) = −

qΓ
(
1− α

2

)
tα/2

Mα/2(µ). (4.23)

Luego,

Dαs2(t) = −k
∂u

∂x
(s2(t), t) ⇔ λµ

Γ(1 + α
2 )

Γ(1− α
2 )

t−α/2 = −k

(
−qΓ

(
1− α

2

))
tα/2

Mα/2(µ) ⇔

⇔ µ
1

Mα/2(µ)
=

kq

λ

Γ
(
1− α

2

)2
Γ(1 + α

2 )
. (4.24)

De�namos entonces la función

J : [0,∞) → R / J(µ) = µ
1

Mα/2(µ)
. (4.25)

Se deduce de lo analizado anteriormente para la función H, que J tiene las siguientes

propiedades

1. J(0+) = 0

2. J(+∞) = +∞

3. J es una función continua y estrictamente creciente.
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Además kq
λ

Γ(1−α
2 )

2

Γ(1+α
2
) > 0, lo que nos permite asegurar que existe un único µ̃ tal que

J(µ̃) =
kq

λ

Γ
(
1− α

2

)2
Γ(1 + α

2 )
.

Podemos a�rmar entonces que u2(x, t) = C + qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ̃,−α

2 , 1
)]

− qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
− x

λtα/2 ,−α
2 , 1
)]

s2(t) = λµ̃tα/2

(4.26)

es una solución del problema (4.2), donde µ̃ es la única solución de la ecuación

J(µ) = kq
λ

Γ(1−α
2 )

2

Γ(1+α
2
) , .

Finalmente, observemos que, por Corolario 9, resulta

u2(0, t) = C + qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ̃,−α

2
, 1
)]

≥ C,

o sea que estamos nuevamente bajo las hipótesis del Teorema 22, lo que nos permite asegurar

que (4.26) es la única solución de (4.2).

• Resolución del problema (4.3).

Sean

u3(x, t) = a3 + b3W
(
− x

λtα/2
,−α

2
, 1
)
, a3, b3 constantes a determinar, (4.27)

y

s3(t) = ηλtα/2, η > 0 a determinar. (4.28)

Reemplazando en (4.3− iii),

u3(s3(t), t) = C ⇔ C = a3 + b3W
(
−η,−α

2
, 1
)
. (4.29)

Derivando,

∂u3
∂x

(x, t) = − b3

λtα/2
Mα/2

( x

λtα/2

)
⇒ ∂u3

∂x
(0, t) = − b3

λtα/2
1

Γ(1− α/2)
.

Reemplazando en la condición convectiva (4.3− ii),

− mb3

λtα/2
1

Γ(1− α/2)
=

h

tα/2
(a+ b3 −D). (4.30)
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De (4.29) y (4.30),
a3 = D −

(
1 + m

hλΓ(1−α/2)

)
D−C

1−W(−η,−α
2
,1)+ m

hλΓ(1−α/2)

b3 =
D−C

1−W(−η,−α
2
,1)+ m

hλΓ(1−α/2)

Luego,

u3(x, t) = D −
(D − C)

[
1−W

(
− x

λtα/2 ,−α
2 , 1
)
+ m

hλΓ(1−α/2)

]
1−W

(
−η,−α

2 , 1
)
+ m

hλΓ(1−α/2)

(4.31)

Consideremos ahora la condición (4.3− iv).

Dαs(t) = Dα(ληtα/2) = λη
Γ(1 + α

2 )

Γ(1− α
2 )

t−α/2. (4.32)

∂u3
∂x

(s3(t), t) = −b3
1

λtα/2
Mα/2 (η) = − D − C

1−W
(
−η,−α

2 , 1
)
+ m

hλΓ(1−α/2)

1

λtα/2
Mα/2 (η) .

(4.33)

Reemplazando (4.32) y (4.33) en (4.3− iv),

η

[
1−W

(
−η,−α

2
, 1
)
+

m

hλΓ(1− α/2)

]
1

Mα/2 (η)
=

k

λ2

Γ(1− α
2 )

Γ(1 + α
2 )

(D − C). (4.34)

De�nimos entonces la función

K : [0,∞) → R /K(η) = η

[
1−W

(
−η,−α

2
, 1
)
+

m

hλΓ(1− α/2)

]
1

Mα/2 (η)
(4.35)

Con argumentos análogos a los utilizados para analizar la función H de�nida en (4.14),

podemos establecer que K tiene las siguientes propiedades:

1. K(0+) = 0

2. K(+∞) = +∞

3. K es una función continua y estrictamente creciente.

Luego, siendo k
λ2

Γ(1−α
2
)

Γ(1+α
2
)(D − C) > 0, podemos a�rmar que existe un único η̃ tal que

K(η̃) =
k

λ2

Γ(1− α
2 )

Γ(1 + α
2 )

(D − C). (4.36)

Finalmente, la solución del problema (4.3) está dada por u3(x, t) = D −
(D−C)

[
1−W

(
− x

λtα/2
,−α

2
,1
)
+ m

hλΓ(1−α/2)

]
1−W(−η̃,−α

2
,1)+ m

hλΓ(1−α/2)

s3(t) = λη̃tα/2
(4.37)
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donde η̃ es la única solución de K(η) = k
λ2

Γ(1−α
2
)

Γ(1+α
2
)(D − C). Nuevamente (4.37) es la única

solución de (4.3).

Nota 6. El siguiente teorema es una generalización del resultado obtenido por Tarzia en [51].

Muestra la relación que puede existir entre problemas con condiciones de Diriclet y de Neumann, y

es una nueva evidencia del buen comportamiento que presenta la ecuación de difusión fraccionaria

cuando consideramos α ∈ (0, 1), esto es, cuando trabajamos con difusión anómala.

Teorema 23. Sean los problemas (4.1) y (4.2) donde:

1. La condición constante sobre la frontera libre, C, es la misma en todos los problemas,

2. En (4.1) B = C + qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ̃,−α

2 , 1
)]
, donde µ̃ es la única solución de la

ecuación J(µ) = kq
λ

Γ(1−α
2 )

2

Γ(α
2
+1) (J de�nida en (4.25))

Entonces ambos problemas son equivalentes.

Demostración. Observemos que tomando B = C + qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ̃,−α

2 , 1
)]
, resulta que

B > C. Aplicando (4.16) al problema (4.1) considerando este B particular, tenemos que


u1(x, t) = C + qλΓ

(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ̃,−α

2 , 1
)]

− qλΓ(1−α
2 )[1−W(−µ̃,−α

2
,1)]

1−W(−ξ̃,−α
2
,1)

[
1−W

(
− x

λtα/2 ,−α
2 , 1
)]

s1(t) = λξ̃tα/2

(4.38)

donde ξ̃ es la única solución de la ecuación H(ξ) = k
λ2

Γ(1−α
2
)

Γ(1+α
2
)qλΓ

(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ̃,−α

2 , 1
)]
.

La solución de (4.2) está dada por u2(x, t) = C + qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ̃,−α

2 , 1
)]

− qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
− x

λtα/2 ,−α
2 , 1
)]

s2(t) = λµ̃tα/2

(4.39)

donde µ̃ es la única solución de la ecuación J(µ) = kq
λ

Γ(1−α
2 )

2

Γ(1+α
2
) .

Si probamos que µ̃ = ξ̃ tendremos que

u1 = u2 y s1 = s2,

y, dada la unicidad de solución que admiten estos problemas, quedará probado que son equiva-

lentes.
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Ahora bien, de�nimos la siguiente función

B : R+
0 → R /B(ξ) = C + qλΓ

(
1− α

2

) [
1−W

(
−ξ,−α

2
, 1
)]

.

Claramente B(µ̃) = B.

Considerando las de�niciones de las funciones H y J ((4.14) y (4.25) respectivamente), resulta

que

J(ξ) =
kq

λ

Γ(1− α
2 )

2

Γ
(
1 + α

2

) ⇔ ξ
1

Mα/2(ξ)
=

kq

λ

Γ(1− α
2 )

2

Γ
(
1 + α

2

) ⇔

⇔ ξ
1

Mα/2(ξ)

[
1−W

(
−ξ,−α

2
, 1
)]

=
kq

λ

Γ(1− α
2 )

2

Γ
(
1 + α

2

) [1−W
(
−ξ,−α

2
, 1
)]

⇔

⇔ H(ξ) =
kq

λ

Γ(1− α
2 )

2

Γ
(
1 + α

2

) B(ξ)− C

qλΓ(1− α
2 )

⇔

⇔ H(ξ) =
kΓ(1− α

2 )

λ2Γ
(
1 + α

2

)(B(ξ)− C).

Reemplazando estas equivalencias con µ̃,

J(µ̃) =
kq

λ

Γ(1− α
2 )

2

Γ
(
1 + α

2

) ⇔ H(µ̃) =
kΓ(1− α

2 )

λ2Γ
(
1 + α

2

)(B − C). (4.40)

Debido a la unicidad de solución de ambas ecuaciones concluimos que µ̃ = ξ̃.

Teorema 24. Sean los problemas (4.1) y (4.3) donde:

1. La condición constante sobre la frontera libre, C, es la misma en todos los problemas,

2. en (4.1) B = D − (D − C) m
hλΓ(1−α/2)

1
1−W(−η̃,−α

2
,1)+ m

hλΓ(1−α/2)

donde η̃ es la única solución

de K(η) = k
λ2

Γ(1−α
2
)

Γ(1+α
2
)(D − C) (K de�nida en (4.35)).

Entonces estos problemas son equivalentes.

Demostración. La prueba es análoga a la del Teorema anterior, de�niendo en este caso la función

B : R+
0 → R /B(ξ) = B(ξ) = D − (D − C)

m

hλΓ(1− α/2)

1

1−W
(
−ξ,−α

2 , 1
)
+ m

hλΓ(1−α/2)

.

Teorema 25. Sean los problemas (4.2) y (4.3) donde:
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1. La condición constante sobre la frontera libre, C, es la misma en todos los problemas,

2. En (4.2) q = (D−C)
m

hλΓ(1−α
2 )

+[1−W(−η̃,−α
2
,1)]

donde η̃ es la única solución de

K(η) = k
λ2

Γ(1−α
2
)

Γ(1+α
2
)(D − C) (K es la función de�nida en (4.35)).

Entonces estos problemas son equivalentes.

Demostración. Observemos que, de la condición dada en el item 2 resulta que

D = q

{
m

hλΓ(1− α
2 )

+
[
1−W(−η̃,−α

2
, 1)
]}

+ C.

De�niendo en este caso la función

D : R+
0 → R /D(µ) = q

{
m

hλΓ(1− α
2 )

+
[
1−W(−µ,−α

2
, 1)
]}

+ C,

es claro que D(η̃) = D y procedemos como en la demostración del Teorema 23.

4.2 Convergencia

Teorema 26. Convergencia de soluciones.

1. El límite cuando α ↗ 1 de la solución (4.16) del problema de Stefan fraccionario con

condición de borde (4.1), es la solución clásica del siguiente problema de Stefan a una fase:



(i)
∂u

∂t
(x, t) = λ2∂

2u

∂x2
(x, t), 0 < x < s(t), t > 0, λ > 0,

(ii) u(0, t) = B, t > 0, B > 0 constante,

(iii) u(s(t), t) = C < B, t > 0,

(iv) d
dts(t) = −kux(s(t), t), t > 0, k > 0,

(v) s(0) = 0.

(4.41)

2. El límite cuando α ↗ 1 de la solución (4.26) del problema de Stefan fraccionario con

condición de �ujo (4.2), es la solución clásica del siguiente problema de Stefan a una fase:



(i)
∂u

∂t
(x, t) = λ2∂

2u

∂x2
(x, t), 0 < x < s(t), t > 0, 0 < α < 1, λ > 0,

(ii) ux(0, t) = − q
tα/2 , t > 0, q > 0,

(iii) u(s(t), t) = C, t > 0,

(iv) d
dts(t) = −kux(s(t), t), t > 0,

(v) s(0) = 0.

(4.42)
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3. El límite cuando α ↗ 1 de la solución (4.37) del problema de Stefan fraccionario con

condición convectiva de borde (4.3), es la solución clásica del siguiente problema de Stefan

a una fase:



(i)
∂u

∂t
(x, t) = λ2∂

2u

∂x2
(x, t), 0 < x < s(t), t > 0, 0 < α < 1, λ > 0

(ii) mux(0, t) =
h

tα/2 (u(0, t)−D), t > 0 B > 0 constante,

(iii) u(s(t), t) = C < D, t > 0,

(iv) d
dts(t) = −kux(s(t), t), t > 0, k > 0,

(v) s(0) = 0.

(4.43)

Demostración. Sean {uα1 , sα1 }, {uα2 , sα2 } y {uα3 , sα3 } las soluciones de (4.1), (4.2) y (4.3) dadas por

(4.16), (4.26) y (4.37) respectivamente, asociadas a cada α ∈ (0, 1).

 uα1 (x, t) = B − B−C
1−W(−ξ̃,−α

2
,1)

[
1−W

(
− x

λtα/2 ,−α
2 , 1
)]

,

sα1 (t) = λξ̃tα/2,
(4.44)

donde ξ̃ es la única solución de la ecuación

ξ
[
1−W

(
−ξ,−α

2
, 1
)] 1

Mα/2 (ξ)
=

k

λ2

Γ(1− α
2 )

Γ(1 + α
2 )

(B − C).

 uα2 (x, t) = C + qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ̃,−α

2 , 1
)]

− qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
− x

λtα/2 ,−α
2 , 1
)]

,

sα2 (t) = λµ̃tα/2,

(4.45)

donde µ̃ es la única solución de la ecuación

µ
1

Mα/2(µ)
=

kq

λ

Γ
(
1− α

2

)2
Γ(1 + α

2 )
.

 uα3 (x, t) = D −
(D−C)

[
1−W

(
− x

λtα/2
,−α

2
,1
)
+ m

hλΓ(1−α/2)

]
1−W(−η̃,−α

2
,1)+ m

hλΓ(1−α/2)

,

sα3 (t) = λη̃tα/2,

(4.46)

donde η̃ es la única solución de

η

[
1−W

(
−η,−α

2
, 1
)
+

m

hλΓ(1− α/2)

]
1

Mα/2 (η)
=

k

λ2

Γ(1− α
2 )

Γ(1 + α
2 )

(D − C).

Aplicando el Lema 2, resulta:
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1.

lim
α↗1

uα1 (x, t) = lim
α↗1

B − B − C

1−W
(
−ξ̃,−α

2 , 1
) [1−W

(
− x

λtα/2
,−α

2
, 1
)]

= B − B − C

erf
(
ξ̃
2

) erf
(
− x

2λt1/2

)
.

lim
α↗1

s1(t) = lim
α↗1

λξ̃tα/2 = λξ̃
√
t,

donde ξ̃ es la única solución de la ecuación

ξ

2
erf

(
ξ

2

)
exp

{
ξ2

4

}
=

k

λ2

(C −B)√
π

.

2.

lim
α↗1

uα2 (x, t) =

= lim
α↗1

C + qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
−µ̃,−α

2
, 1
)]

− qλΓ
(
1− α

2

) [
1−W

(
− x

λtα/2
,−α

2
, 1
)]

= C + qλΓ
(
1− α

2

)
erf

(
µ̃

2

)
− qλΓ

(
1− α

2

)
erf

(
− x

2λt1/2

)
.

lim
α↗1

s2(t) = lim
α↗1

λµ̃tα/2 = λµ̃
√
t,

donde µ̃ es la única solución de la ecuación

µ

2
exp

{
µ2/4

}
=

kq

λ
.

3.

lim
α↗1

uα3 (x, t) = lim
α↗1

D −
(D − C)

[
1−W

(
− x

λtα/2 ,−α
2 , 1
)
+ m

hλΓ(1−α/2)

]
1−W

(
−η̃,−α

2 , 1
)
+ m

hλΓ(1−α/2)

= D −
(D − C)

[
erf

(
x

2λ
√
t

)
+ m

hλ
√
π

]
erf

(η
2

)
+ m

hλ
√
π

.

lim
α↗1

sα3 (t) = lim
α↗1

λη̃tα/2 = λη̃
√
t,

donde η̃ es la única solución de la ecuación

η

2

[
erf

(η
2

)
+

m

hλ
√
π

]
exp

{
η2

4

}
=

k

λ2

(D − C)√
π

.
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Conclusiones

En esta tesis se estudiaron diversos problemas asociados a la EDF: Primero se estudió el problema

de valores iniciales con condición de Dirichlet en el primer cuadrante, y el problema de valores

iniciales con condición de Neumann en el primer cuadrante. En ambos casos, se obtuvieron

soluciones explícitas y se brindó una prueba de que las soluciones obtenidas son, efectivamente,

soluciones de los problemas propuestos.

Luego, se estudió el problema de frontera móvil para la EDF. Se brindaron teoremas sobre princi-

pios del máximo y se pruebó el Lema de Hopf para el operador diferencial asociado a la EDF. Una

vez obtenidos estos resultados, se consideró un problema de Stefan asociado a la EDF y se utilizó

el Lema de Hopf �fraccionario� para probar la propiedad de monotonía que veri�ca la frontera

libre de estos problemas. A continuación se deduce una condición integral que veri�ca la misma

(derivada de la condición fraccionaria de Stefan), y a partir de ésta, obtenemos la unicidad de

solución para problemas de Stefan fraccionarios bajo ciertas condiciones.

Finalmente, resolvimos explícitamente tres problemas de Stefan fraccionarios, uno con condición

de Dirichlet, otro con condición de Neumann y un tercero con condición convectiva y dimos condi-

ciones bajo las cuales estos tres problemas son equivalentes.

Cabe destacar que se analizó el límite cuando α ↘ 1 de las distintas soluciones obtenidas, recu-

perando las soluciones de los respectivos problemas clásicos asociados a la ecuación del calor.

Futuros trabajos.

El material recopilado en esta tesis, así como los resultados obtenidos, nos brindan distintos
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caminos en los cuales seguir trabajando.

• Analizar resultados recientes en el campo de lo numérico y comparar su efectividad a partir

de las soluciones explícitas encontradas. Algunos trabajos recientes en esta dirección son

[30], [9], [25] y [5].

• Estudiar problemas de Stefan Fraccionarios a dos fases.

• Obtener condiciones integrales para la frontera libre cuando consideramos problemas de

Stefan fraccionarios con condiciones de borde de Neumann o de tipo convectiva.

• Los problemas de Stefan y de frontera móvil estudiados en esta tesis consideran todos

derivadas de Caputo respecto del tiempo con extremo en t = 0. Proponemos estudiar el

operador derivada fraccionaria con extremo en la frontera. Es escaso el material que se

puede obtener relativo al estudio de problemas de frontera movil fraccionarios, pero un

trabajo en esta dirección es [55].
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