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Resumen En este curso se presentarén los conceptos de integrales y derivadas de orden arbitrario, como
herramientas basicas del Calculo Fraccionario. Se trabajara con integrales y derivadas fraccionarias de
Riemann-Liouville, as{ también como con derivadas de Caputo. Se estudiaran diferentes propiedades
de estos operadores con el objetivo final de presentar algunas ecuaciones diferenciales fraccionarias
ordinarias como posibles herramientas de modelizacién.
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1. Introduccién

La idea de considerar derivadas o integrales de érdenes arbitrarios data de los propios inicios del
célculo diferencial. De hecho el “antecedente estrella” viene de la mano del mismisimo Leibnitz (nuestro
maestro en introducir no sélo los fundamentos del célculo difernecial sino la notaciéon %!), a quien en
L’Hépital pregunta, en una correspondencia en el ano 1695, “qué sentido tendria esta expresién para
n = % ”. En su respuesta, Leibnitz escribié a L’Hopital que esa expresiéon no admitia todavia el uso de
de exponentes arbitrarioses, pero que esa aparente paradoja algin dia mostraria titiles consecuencias.

Hoy en dia el Calculo Fraccionario es una rama del Analisis Matematico que estudia diferentes
tipos de derivadas en integrales de érdenes arbitrarios. Claramente el adjetivo “Fraccionario” en el
nombre es una caracteristica puramente histérica, ya que los érdenes pueden considerarse incluso en
el conjunto de los nameros complejos.

Existen muchas ramas en céalculo fraccionario, cada una asociada al los operadores que se definan.
En este mini-curso estudiaremos integrales de Riemann-Liouville y derivadas fraccionarias de Caputo
v Riemann-Liouville. Claramente, al escuchar estos nombres, podemos identificar a dos grandes mate-
méticos del siglo XVIII: Joseph Liouville (aprox .1832-1840) y Berhard Riemann (1847) (link articulo
B. Ross - Historia 1695-1900).

Sin embargo, para presentar un problema clasico del CF, recurriremos a un contemporaneo de
Riemann y Liouville, que es Abel (1802-1829) quien, estudiando el problema de la braquistécrona, que
es el problema de determinar la ecaucién de una curva conociendo el tiempo de descenso T de una
cuenta que se desplaza en un alambre rigido sin rozamiento bajo el efecto de la gravedad, obtuvo la
siguiente ecuacion integral

T(y) = \/12?] /Oy(y — )2 f(p)dp. (1)

Dicen que Abel escribié al lado derecho de la ecaucion la expresion

B /2g dl/2
o VT dyl/?
O sea que la solucion de la ecuacion integral de Abel es simplemtente la derivada 1/2 de la funcion

T'! Bastara “simplemente” con darle sentido a esta expresion. Cabe destacar que méas alla de esta idea
pintorezca, Abel resolvi6 su ecuacion en [1I] y lo veremos en la proxima seccion.

f(y)

T(y). (2)

2. Integrales fraccionarias

Para pensar en una definicién de derivada de orden arbitrario, comencemos con una expresiéon
genral para integrales de orden natural, que es lo que conocemos. Sea f € L(a,b), luego

(ILf) () = / f(r)dr

existe, es finita, continua y tiende a 0 cuando ¢ — a. Podemos considerar la integral doble, o de orden
2 y aplicando Fubini en la regién de la Figura [2] resulta

wrpw=[ ([ siap)ar = | t (/ t for) ap = | F@)(t — p)dp

Integrando nuevamente y procediendo como antes se obtiene:

WI°f)(t) = /at (/GT(T —p)f(p)dp> dr = /at (/:(7 —p)f(p)dT> dp = ;/at(t —p)*f(p)dp.


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0315086077900398
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0315086077900398

Figura 1: Regién de integracion.

Es facil probar por induccién que para el caso general se puede calcular la integral n—ésima de una
funcién f a través de la formula de Cauchy

WD) = oty [ = Q

(n—1

Pero entonces, si quisiéramos pensar en una posible definicién para una integral de orden arbitrario,
podriamos hacerlo via una funcién g : R — R tal que su restriccién al conjunto de los naturales verifique
que g(n) = (n — 1)!. Esto nos lleva, naturalmente a presentar a la funcion Gamma.

Definicion 1. Sea A ={z € C/R(z) > 0}. Definimos la funcion Gamma como

r-A—-=cC
z—=T(z) = / e Pp*~Ldp.
0

Nota 1. La funcion Gamma as? definida es una funcion analitica en su dominio, mds ain, se prolonga
analiticamente o  wna  funcion  que  seguiremos llamando T'(z) sobre el  dominio
Q=C—{z=—n, ne Ny} dada por

nl n+z

I:Q—C/T(2) :i ()" 1 +/ooe—ttz—1dt.
1

n=0
Proposicion 1. Para todo z € Q se verifica que I'(z + 1) = 2I'(2).

Demostracion. Sea z € (). Entonces

o0 [e o]
(*1)” z /OO _ 1 (71)71 = + n—mn /OO B .
r :E ~ L P14 :E P ldp =
2I'(2) 2 n+2+z 1 e Pp*idp 2 —— + 1 e Pzp*'dp

> —1)" o )
=e =) S A [Pze_p\l +/ e_ppzdp] =T(z+1).
1

nl +z
n=0 -on
]

Claramente de la Proposicion [l] se desprende que si evaluamos la funcion Gamma en un ndmero
natural n entonces I'(n) = (n — 1)I'(n — 1) = (n — 1)!, y esto nos permite pensar en la siguiente
generalizacion



(IF)(t) = ﬁ / (& =7y f(r)dr
l |
(8 F((},) (6%

Figura 2: Generalizacion.

Definicién 2. Sea (a,b) C R y a € RT. Para toda f € L'(a,b) definimos la integral fraccionaria de
Riemann-Liouville de orden o como

JCf(t) = F(la)/ (t — 1)L f(r)dr, p.ctp. en (a,b).

Si a = 0, definimos oI f(t) = f(t), el operador identidad.

Nota 2. Asi como ocurre con la mayoria de los conceptos matemdticos, se puede definir al operador
oJ% en diferentes dominios que dan lugar a diferentes desarrollos y propiedades.

1. En el libro de Podlubny [10], se define la integral fraccionaria de Riemann-Liouville en el conjunto
de funciones continuas en el abierto (a,b) que pueden tener una singularidad de orden r < 1 en
t=a,

D:{f . f €C(a,b) N L (a,b) y existe r < 1 tal que lim (t—a)rf(t):c#()}

t—at

2. En los libros de Kilbas et. al. [?] y Samko et. al. [13], por ejemplo, nos encontramos con el
desarrollo para funciones en L'(a,b), (que es el enfoque que veremos en este curso) y funciones
en LP(a,b) con p € (1,00). Ademds se puede probar que la integral fraccionaria de Riemann-
Liouville de orden « es la potencia de orden o del operador integral cldsico I' (ver [12, Ch.

1]).

3. En [9] se puede encontrar el desarrollo de esta teoria considerando como dominio al espacio de
Hilbert L?(a,b) y se prueba que la imagen es el espacio de Sobolev fraccionario ¢H*(a,b).

Veamos entonces algunas propiedades segin nuestro enfoque.
Proposicién 2. Sean f € L'(a,b) y a > 0. Luego, la integral 1% f es una funcion de L'(a,b).

Demostracion. Notemos que podemos pensar a la integral fcf (t — 7)1 f(7)d7 como la convolucién de
las siguientes funciones

Ll . i
Xa(t):{r(a) si0<t ; f(t):{f(t) sia<t<b

0 si no. 0 si no.

Esto es

oL f(t) = (Xa * f)(1).
Ahora bien, recordando la desigualdad de Young para la convolucién de funciones que nos asegura que
sige Lia,b)y f € LP(a,b) con p,q € [1,00), y r € R es tal que % +1= %—F %, entonces se verifica
que

g = fllr < llgllgl[f1lp,

deducimos que 4I®f es una funcién en L'(a,b) tomando el caso particular g = o, p =q =1 = 1E] O

!Se puede ver la demostracion del caso ¢ = 1 en |3} p.66]



Definiciéon 3. Llamaremos I®(L') al recorrido del operador 1.

Claramente ,I%(L') C L'(a,b) y se puede mostrar que la contencién es esctricta (como lo veremos
més adelante).

Bien, ya sabemos que estd bien definida y que es una funcién de L!(a,b). Estudiemos algunas
propiedades més. Por ejemplo, sea f € L!(a,b), ;qué ocurre si aplicamos integrales fraccionarias en
forma interada?

d* (o) 0= s [0 [ [ = p ] o @

Aplicando Fubini (ver Figura [2)) para el cambio en el orden de integracion resulta

t t
A (L8) 0= mrg [ 10 [ ¢ ) e )

O sea que si logramos calcular la integral fpt (t — 7)1 — p)#~1dr, tendremos una expresion para

nuestra integral iterada. Observemos que, si trasladamos esta integral mediante la sustitucion w = 7—p

y luego normalizamos mediante la sustitucion v = % resulta

/t(t — 1) —p)Pldr = /Otp(t —p—w)* L tdw = (t — p)tht /01(1 —0)* L 1w, (6)

1 . . 1 1 p— :

La ultima expresién en @, la integral fo (1—v)*" 18~ 1dw, en caso de que sea finita toma valores que
dependen so6lo de los parametros a y 5. En efecto, esta expresion como funciéon de a y 8 es una funciéon
especial conocida definida a continuacién.

Definicion 4. Sea © = {(z,w) € C* / R(z) > 0, R(w) > 0}. Definimos la funcion Beta como
1
B:0 —C/ B(z,w) = / N1 — 1) dr.
0
La funcion Beta estd ligada a la funcién Gamma segiin se muestra a continuacion y se puede ver una
demostracion del siguiente resultado en el Apéndice.

Proposicion 3. La funcidn Beta estd bien definida y verica que

_ I(@)l(w)
B(z,w) = Terw)

Juntando entonces , @ y aplicando deducimos que

A () 0 = g L f00E -0 = .

Proposicion 4. El conjunto de operadores {aIa : LY(a,b) — L'(a,b); a > 0} junto con la
operacidn composicion forman un semigrupo conmutativo donde el operador 4I° es el elemento neutro.
Demostracion. Se deduce directamente de (8). O

Ejemplo 1. Integral fraccionaria de orden oo > 0 de una funcion potencia. Sea B > —1 y sea f(t) =
(t — a)? definida en (a,b). Entonces

Tt 0%) = s [ - tar = 20D ape )



Veamos qué ocurre si trabajamos con funciones con un poco maés de regularidad que el sélo hecho
de ser integrables.

Definicion 5. Diremos que una funcion es absolutamente continua en un intervalo [a,b], y notaremos
f € ACla,bl, si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para todo conjunto finito de intervalos disjuntos
n n

lak, br] C [a,b], k=1,2,...,n, tal que Z(bk —ay) < 6, resulta que Z |f(br) — flar)| <e.

k=1 k=1
Proposicion 5. El espacio de las funciones absolutamente continuas coincide con el espacio de pri-
mitivas de funciones Lebesge integrables. Fsto es:

t
f € ACla,b] & Fp e Lt (a,b)/ f(t) = f(a) —I—/ o(s)ds, Vt € [a,b]. (10)
a
Nota 3. Podemos decir entonces que las funciones absolutamente continuas tienen derivada ¢ en
L(a,b) petp. Mds ain, nos referiremos a esta funcion ¢ como f'.

Nota 4. El reciproco no es cierto. En efecto, si consideramos la funcion de Cantor
¢ : [0,1] — R que es mondtona creciente, p(0) = 0, ¢(1) = 1 y su restriccion a cualquier interva-
lo con extremos en el conjunto de Cantor es constante (de donde sabemos que ¢' = 0 pctp en (0,1)),
resula que ¢ no es absolutamente continua ya que

¢(t)7é¢(0)+/0 ¢ =0 Vte(0,1].

Proposicion 6. Sea f € AC[a,b] y a € (0,1). Entonces (' =°f € ACla,b] y

A0 = )[f( )t —a) e+ / F(r d} (11)

Demostracion. Reemplazando (10) en la definicion de integral fraccionaria e integrando el primer
término resulta que

J7Tf() = o _J;E;L()l ) (t—a)™ + F(l—a/ (/ f'(s ds) (t —7)"%dr. (12)

Claramente el primer sumando corresponde a una funcién absolutamente continua. Aplicando Fubini
en el segundo sumando

/(/f >t—7 adT_/f </ (t—=7)" ”‘dT>dS—/f tl__s);ads. (13)

Ahora bien, llamando g(t / f'(s )}7%ds, siendo f' € L'(a,b) y (t — -)'~® continua en

[a b] se puede aplicar teorema de derivacion de integral con parametro y resulta que ¢'(t) = (1 —
f ()t —5)"%s = (1 — a)T(1 — a) J'=f'(t). Por la Proposicién 2| resulta que ¢’ € L'(a,b), de
donde g es absolutamente continua y volviendo a deducimos que ,I'~*f € AC|a,b]. Finalmente,

reemplazando en obtenemos .
O

De la Proposicién anterior deducimos que si f € AC[a, b] entonces I'~f es en particular continua
con (I'=f(a) = 0.
Por otro lado, observemos que si relajamos la hipétesis y pedimos sélo a f que tenga derivada en L',
no necesariamente se verifica la tesis. En efecto, si consideramos la funcion f(t) = (t—a) /4, y a = 3,

aplicando @ resulta que

TR = T — a) A = I(=3/4+1) (t —a)/2-3/1 = 1/4(

—1/4 .
T/2—3/4+1) 3/ —a) — o0 sit—a’.



Proposicion 7. Sea o € (0,1). Entonces f € (I*(L') siy sdlo si ['=°f € AC[a,b] y ['=%f(a) = 0.

Demostracion. Si f € JI%(L'), entonces f = ,I%p para una ¢ € L'(a,b). Aplicando la Proposicién
, tenemos que I'7%f = ,I'¢ y con esto se deduce la tesis.

Para el reciproco, supongamos que I'=%f € AC[a,b] y I'"*f(a) = 0, entonces existe una ¢ € L' tal
que JJ170f = Tl = J7 g = I Tuego I17%[f — oI%)] = 0 y por Proposicion
resulta f = I%p. O

Antes de terminar esta seccién resolvamos la ecuacién de Abel. Recordemos que queremos
hallar una funcién f (curva) conociendo T' (tiempo que tarda en llegar a un punto cuando se suelta
desde una altura y).

Y
P
y
Ig
1 s(y)
Q
p 5)
B
©
X

Figura 3: El Problema de la Braquistécrona.

Ahora bien, supongamos que nuestro dato del tiempo de descenso esta dado por la funcion ¢t = T'(y),

y que esta funcion admite inversa dada por y = R(t). Por otro lado tenemos nuestra funcion incognita

que representa la curva sobre la que rueda la cuenca, a la que vamos a representar como una funciéon
en la variable y, esto es

x =s(y), obien x=s(R(t)). (15)

Por otro lado planteando el principio de conservacién de la energfa, tenemos que

E. Potencial (P) + E. Cinética (P) = E. Potencial (Q) 4+ E. Cinética (Q)
mgy+0 = mgp+ smv?
2mg(y —p) = mv}
29y —p) = vs
l=— = (16)

—v/29(y — p)

Ahora bien, vy es la velocidad sobre la curva. Si queremos expresarla en funcién del tiempo lo
podemos hacer de la siguiente manera

vs(t) = =T (@)l = =/ (@'(£)? + (' (1))? = —V/[s'(R(H)) R(D)]2 + [R'(¢)]?
= —R'(t)VI[s'(R(t))]? + 1.




Expresando en funciéon de ¢ e integrando entre to = T'(y) =0y t; = T'(0) resulta

~[TO —R(t)/[§(R(1)]* + 1
HO =T = /T(y) —v/29(y — R(t)) &

Haciendo la sustitucion R(t) = p en (17)),

—T(y) =

I S +1,
\/@/y 2g(y—p)p

f/ 29yp

Llmanado f(y) := /s 1 tenemos finalmente la ecacién de Abel presentada en . que volvemos

a escribir a contlnuamon

T(y) = \/12—9 /Oy(y —p)" 2 f(p)dp. (18)

Resolvamosla suponiendo que las funciones cuentan con toda la regularidad necesaria. Expresando ([18)
en términos de integrales fraccionarias, resulta que

1) = G2 i | =0 = F 2 on ), (19)

Aplicando oI*/2 a ambos miembros de y utilizando la propiedad de semigrupo asociativo de estos
operadores deducimos que

oIV2T(y) = ”;2492’ oI (). (20)

Finalmente derivando, tenemos que

1) =g 4 (a2 T)) (21)

Recordando la expresion que utilizo6 Abel en (2)), y utilizando el hecho de que I'(1/2) = /7 (Ver
en Anexo Corolario |3[ item , nos preguntamos si serd correcto pensar en la siguiente igualdad de
operadores...

di/? d
— = —IY2 22

3. Derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y Caputo

3.1. Definicién y propiedades basicas

Claramente, contando con un concepto adecuado para definicién de integral de orden arbitrario,
nuestro préximo paso es ir por el operador inverso, al que llamaremos derivada de orden arbitrario.
De la resolucion de la ecuacion de Abel se deduce una propuesta: Si cambiamos 1/2 por a en (22)
podriamos decir que, si a € (0,1), entonces

d

0= 2o,

Ahora bien, si a > 1 podemos considerar un natural n € N tal que n — 1 < a < n, y entonces
a=Mn-1)+(1—-(n—-«) donde 1 — (n —a) € (0,1) y ya tenemos una idea para la expresion



1-(n—a) . . . .
W. Entonces, suponiendo que podemos calcular la derivada « calculando dos derivadas sucesivas,

podriamos escribir

de qn—1 dl—(n—a) dn—1 d I dn i
d?f(t) - din—1 dtl,(n,a) f(t) - W (dt aI f> (t) - dtinal f(t) (23>

Bien, veremos que no siempre es posible aplicar derivadas fraccionarias en forma sucesiva, pero la idea
para definir el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville est4 muy ligada a (23 y nos lleva a
presentar con naturalidad el siguiente espacio de funciones asociado al concepto que estamos buscando.

Definicién 6. Notaremos con AC™[a,b] al conjunto de funciones derivables con derivada continua
hasta el orden (n — 1), tal que la derivada (n — 1) es absolutamente continua, esto es, funciones
f e CcVla,b] para las cuales existe c.t.p. una funcion g € L'(a,b) tal que

f(nfl)(x) _ f(n—l)(a) 4 /x g(t)dt.

Claramente, f"=1) es derivable p.c.t.p. y notaremos f(™ = g.

Proposicion 8. El espacio de funciones AC"[a,b] estd constituido sdlo por funciones f que pueden
ser representadas de la siguiente manera

1 t - n—1 . n—1
f(t) = =1 / (t—7)" " o(r)dr + Z cr(t —a)f = oI"o(t) + Z cr(t —a)* (24)
TUa k=0 k=0
donde ¢ € L'(a,b), ci, constantes arbitrarias.

Demostracion. Sea f € AC"[a,b]. Por definicion, f € C(™ 1 (a,b) y existe una funcién integrable a la
que llamaremos f (") tal que

FO@) = 7 (a) + oI ). (25)
Integrando n — 1 veces entre a y t,
n—1 (k) a
=3 T a4 ) (26)
k=0 ’

Finalmente, reemplazando la férmula de Cauchy en , resulta que

—_

n—

*)(a 1 ¢
0 =3 00—+ L [ =m0 e (27)
k=0 : (n - ) a
La reciproca es trivial derivando (n — 1)-veces y utilizando la Definici6n [6] O

Observacion 1. Segin la Definicion [0 y la caracterizacion dada en la Proposicion [§
si f € AC"[a,b] entonces

F() = oI"f (1) +

A

I (28)

k=0
Luego, a partir de y utilizando las Proposiciones |4| y @ se puede ver que paran —1 < a < n se
verifica que
f e AC[a,b] = JI"“f € AC"[a,b).
Corolario 1. Sea 0 < n —1 < a < n. Entonces f €, I*(L') si y sdlo si (I"“f € AC™[a,b] y

& 1" f(a)=0,k=0,1,...,n—1.



Definicion 7. Sea a € R" tal quen —1 < a < n y sea f € AC"[a,b]. Llamaremos derivada de
Riemann—Liouville de orden o a

1 ar

fLDaf(t) = [Dgfn_af] (t) = m@

/a (1 7)o ()

Si o = 0, definimos BEDOf(t) = f(t), el operador identidad.

Observacion 2. Contrariamente al caso entero, la derivada fraccionaria de Riemann—Liouville es un
operador no local, quedando definido por medio de una integral que depende de los valores que la funcion
asuma en todo el intervalo de integracion.

Proposicion 9. Sea a/n—1 < a <n y sean f y g en AC"[a,b]. El operador Derivada fraccionaria
de Riemann—Liouville verifica las siguientes propiedades:

1. Linealidad:

LD (OAF () + ng(t) = AFEDO£(#) + pFEDg(t),  pc.t.p.en (a,b).

2. Si a €N, pongamos o = n, entonces FLD"f = j%f p.c.t.p.en (a,b)..

8. FEl operador derivacioén fraccionaria de Riemann—Liouville es un inverso a izquierda del operador
integracion fraccionaria de Riemann—Liouville de mismo orden c,

RLD> . I9f(t) = f(t) p.ctp. en (a,b).

Demostracion. El item 1 es trivial. Para 2 basta notar que p.c.t.p. en (a,b), se tiene que (fLD”f) (t) =
(D" I f] (t) = [D" I°f] (t) = f(™(t). Finalmente para el item 3 utilizaremos el Teorema Funda-
mental del Céalculg®|y la Proposicién 4] obteniendo que

RLDa Iof(t) = DI (I f(t)) = D™ (I f(t)) = f(t) p.c.t.p.

O
Proposicion 10. Sea a > 0. El operador ,I1*: L'(a,b) — L'(a,b) es inyectivo.
Demostracion. Fl resultado surge directamente de plantear la ecuacién /% = 0 y aplicar Z/DY a
ambos miembros.

O

Ejemplo 2. Vimos en @ que, para todo B > —1 la integral fraccionara de RL se puede calcular por
la férmula
1

(=) = Fis / (t— )21 (r — a)Pdr = m(t _ )

De este resultado se desprende que, sin—1<a<n,yf=a—jparaj=1,..,n,

dr dr T(o—j+1)

RLpo(p _ No—3 — & ( qn—ar  ya—jy — &
a Dt —a) g el (= a)™) dt”[F(a—j+n—a+1)

(t . a)afjJrnfa

d" [T(a—j+1)
Cdt [T(—j+n+1)
Siﬁ#a_j;j:]-a"'an}

(t — a)—jﬂ = 0.

mn n _aﬂ—a
BP0 = G U0) = G | m e = e

T ~de B+n—a+1) rg—a+1)

*TFC:|II] Si f € L' (a,b) y F(t) = fat f(7)dr, entonces F'(t) = f(t) p.c.t.p. en (a,b).



Luego

I(B+1) (t_a>5*0¢ siBFa—7j,j=1,...n

RLpo(y a)? = {g(b’—aﬂ) (29)

si=a—7,j=1,..,n.
Algunas observaciones importantes que se despurenden del Ejemplo anterior:

= Si consideramos el caso f = 0 en (29) nos encontramos con el primer resultado “antiintuitivo”
desde que comenzamos a desarrollar el tema: La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de
una constante no es cero! En efecto:
D) (t—a)™@ 1

FEDR ) = kD) = KD (- a)) = SR = frm a8

» Podemos decir que las funciones (t — a)*™7, j = 1,2,...,n cumplen el rol que las potencias
naturales (con exponentes menores al orden de derivacion) desarrollan en la derivacion entera,
para el operador derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden «.

» Si tomamos valores de 8 € (—1,0), estamos aplicando el operador DRL a funciones que no son
absolutamente continuas. Esto no contradice la Definicion [7], sino que nos dice que podemos
aplicar el operador en funciones que no estédn en el espacio en el que decidimos trabajar. Pero
debemos tener cuidado ya que nos podemos encontrar con casos patologicos como el siguiente:

Consideremos la funcion f(t) = t=/2 y sean o = ap = %. Aplicando (29) resulta que LD f(t) =
BLDe2 f(t) = 0, de donde

Gl (FED*2 f (1) = FED*(0) = 0

mientras que,
1

ORLDa1+a2f(t) = (IJ%Lle(t) = f/(t) = C943/2°

Teorema 1. Sea a > 0 y f € AC"[a,b]. Entonces "EDf existe para casi todo punto y puede
represntarse de la siguiente manera

n—1 )

RL «a ko 1 t f(n)(T)
D f(t) kZOka_a(t_a) +F(n_a)/a (t_T)aandr. (31)

Demostracion. Sea f € AC™[a,b]. Por Observacion [1]

(t —a)*.

Aplicando la Definicion , la Proposicién @], la Proposicién 4| y ,

1
fLDaf(t) _ [Dn aIn—af] (t) — D" aIn—a [ Inf Z )k]
k=0
n—1
= D" |: @ Inf(n :| + f(k [(t_a)k:|
k=0
n orn n—a ¢(n) = f(k) (a) F(k + 1) k—a
= DI " 0 4 3D Gri-a)l 9
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— g f(k Lk+1) . a
=m0 Z ! k—i—l—a)(t %)

SR WY L [ M~ L) ,a
- I'(n—a) /a (t — T)a—n+1dT + Z m(f — a)k )

k=0

Como f™ € L'(a,b) y n — a > 0, la Proposicion nos asegura que oI f(M(t) existe p.c.t.p, y con
esto resulta la tesis. O

La caracterizacion (31)) nos permite apreciar con claridad que este tipo de derivada presenta singu-
laridades de orden aw — k para k =0,...,n — 1.

En particular, si 0 < a < 1 la relacién es

L /()
RL na
Def(t) = d . 2
o D10 F(la)/a G- FT—a)t—ap (32)
Luego, si f es una funciéon en ACla,b] tal que f(a) = 0, entonces
1 tfir)
RL no 1—a g/
DYf(t) = dr = |1 t).
D) = oy | et = [ 0 (33)
Maés atn, volviendo a la igualdad (30), notamos que % = RLD(f(a)),y entonces (32) equivale

a
RL -
< DOf(t) = fla)] = [ (1)
Es aqui donde le damos la bienvenida a M. Caputo [4], quien estudiando un problema de discipa-
cién de energia en el que los modelos con derivadas cldsicas no eran consistentes, propone operador
difernecial fraccionario para relacionar la tensiéon y la deormacién que no tuviera los problemas de

singularidad que tiene la derivada de Riemann-Liouville, pero que a su vez mantuviera la escencia del
mismo, definiendo un nuevo operado diferencial que presentamos a continuacién.

Definicion 8. Sea o € RT tal quen—1 < a < n y sea f € AC"[a,b]. Llamaremos derivada de Caputo
de orden o a

1 t
C nHa _ n—a ¢g(n) _ _ \n—a—1 ¢g(n)
DYf(t) = [ I } t) = t dr.
El Teorema [I] nos asegura que la Definicion [§] es una buena definicion.

Nota 5. Claramente teniendo en mente la caracterizacion y lo analizado para el caso a € (0,1),
pordrdmos haber definido a la derivada de Caputo como

n—1 (k) a
CD*f(t) =5 D° [f(t)—zf ! )<t—a>k]. (59
k=0

Ejemplo 3. Derivada de Caputo de las potencias (t — a)ﬁ. A diferencia de la derivada de RL, no es
posible calcular la derivada de Caputo para valores de B € (—1,0).
Para el caso 3 = 0, tenemos la funcion constante g(t) = 1, y siendo g’ = 0 deducimos que $ D*(1) = 0.
Mads ain, debido a la linealidad del operador, la derivada de Caputo de una constante cualquiera es
cero!

UD¥K)=0, YK eR. (35)

Por otro lado, siendo n—1 < a < n también es trivial que $ D*(t —a)? = 0 para todo j = 0,1,...,n—1.
Por altimo, para 8 # j, con j=0,1,...,n — 1, podemos aplicar la definicion junto con el resultado del
Ejercicio 1 y resulta que

11



r'g—-—n+1)

_ _\B—ntn—a
Tat_ntn %

CD*(t—a)’ = I"*[B(B—1)...(B—n+1)(t—a)’ "] = B(B—1)...(B—n+1)

y utilizando la Proposicion |1 resulta que

LBED (¢ g~ 5B +£4,j=0,.,n—1

Dt —a)’ = { LB-atl) (36)
0 sif=70=1,..,n—1.

Antes del proximo ejemplo vamos a presentar a una de las funciones méas importantes asociadas al
célculo fraccionario y es una funcién que puede cumplir el rol que cumple la funcién exponencial para
en el calculo diferencial clasico.

- th Quiero 9 (7, k) ‘ L
exp(t) = B g(l, k) = k! Ply-k+1)

Figura 4: Posible definicién.

Definicion 9. Llamaremos funcidn de Mittag-Leffler a la funcién definida para todo z € C por

o k
z
E»Y(Z) = = m, V’Y > 0. (37)

Se puede ver que la funcion es una funcion entera (ver por ejemplo [6, Teorema 4.1]), luego la
serie converge uniformemente sobre conjuntos compactos.
Proposicién 11. DE,(\(t — a)®) = AEq(\(t —a)®), a>0 MER.
Demostracion. Sea o« > 0y A € R. Notemos que siendo el radio de oconvergencia de la serie
infinito, la funcién de ML y sus derivadas convergen uniformemente sobre compactos y es licito entonces

intercambiar serie y derivada, asi como también integral y serie. Realizando entonces estos intercambios,
haciendo luego la sustitucion 7 = (¢ + a)s + a y aplicando finalmente la Proposicion [19| resulta que

t n 0 r—a ok
C e = g [ o (S )

> kOé R — .k —n ¢
_ 1 Z/\( k( k 1) ( k +1))/(t_T)n—a—l(T_a)ak—ndT

I'(n—«) — I(ak+1)
1 . )‘k % ak—a l—a et ak—n

_F(na); (akn+1)/ (t+a) <t+a_5> N ds
B 1 > AE oD@k +1=n)T(n—a) [t —a\™
B (n—a)kz::1 (ak—n+1)(t+a) INak —a+1) (t—l—a)
:i (t — a)oh—e Zk t—a (k1)

P ak—a+1) -1)+1)

oo ak
_ k’+1< k t_a E _ a

EZ:)\ F(ak—i—l )\Z T(ak+1) = Aa(At = a)).

12



3.2. Convergencia

Definicion 10. Sea f € L'(a,b) y sea to € [a,b]. Diremos que to es un punto de Lebesgue de f si

t—0

1 t
tim 5 [ fit0— 5)ds = f(to) (38)
0
Proposicién 12. Sea f € L'(a,b). Entonces H{‘% JdYf(t) = f(t) p.ctp en (a,b).

Demostracion. Probaremos que este resultado ocurre en cada punto de Lebesgue de f y utilizando [11),
Teorema 7.15], que nos asegura que si f € L'(a,b), entonces casi todo punto en (a,b) es un punto de
Lebesgue, obtendremos que nuestra conclusion vale p.c.t.p. en (a,b).

Sea tp un punto de Lebesgue de f, y definimos la funcion @ : (a,b) — R por

t t
o) = [ J)ds= [ fito—s)as (39)

to—t 0

Luego, teniendo en cuenta la Defincion , tenemos que

o(1) 1

B rt) = 7 [ 17t =5 = feo)ds » 0. si =0 (40)

y podemos asegurar que
O(t) =t[f(to) +b(t)] donde %ﬁ% b(t) = 0. (41)
—

Calculemos ahora la integral fraccionaria de orden « de f en .

R S L s M N - SV L
(T f](to)—r<a)/a L _F(a)/o 2t t)dt—r(a)/o (1 ()t

Observemos que la tdltima expresiéon nos lleva a calcular una integral impropia que es el limite de
integrales en intervalos [, ¢y — a], donde las funcines g(t) = t*~! y ® son absolutamente continuas, y
esto nos habilita a utilizar integracién por partes. Luego, aplicando resulta

O(tg —a) 1 ®(t)

N 1—a [17%®(t)dt
[ I f]( ) 1—a F(a) tHi—a t:O+ P(Oz) /(; 22—«

L(a)(t
(to — a) 1—a [T7%¢[f(to) + b(t)]
/0 ko) +000)] 4,

)

()t —a) = ' T(a) £=o
 B(ty—a) l—a oo l—a [
T(a)(fo —a)i—@ + T(a) Jy f(to)t Yat + 7I’(a) /Ob(t)t Lae+
Lo [ ey
* Ty 0
Restando f(ty) a ambos mienbros y acotando,
o 1 | @(to—a) a)(to — a)®
’CLI f(to) - f(t0)| < F(Oé) (tO — a)l_a tU | ’ 1 + Oé) — 1+

Mi*(1l—a) 11—«

t d) (42

+ (o) +F(a)0(0+a’ ) (42)
Tomando limite cuando o — 0% a ambos lados de la desigualdad y utilizando el hecho de que

1
lim —— =0 (ver Corolario [3|item en el Anexo), se deduce la tesis. O
a—0t F( )

Con este resultado se desprende directamente el resultado de convergencia para derivadas de Capu-
to.
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Proposicion 13. Sean — 1 < a < n. Entonces:
a) Si f € AC"[a,b], entonces

h}n Cport) = f™(t), petp. en (a,b).

b) Si ademds f € C"[a,b], entonces

h’/‘m1 Cpf(t) = f™(1) para todo t € (a,b).

Demostracion. Para el item a) basta notar que f(™ e L'(a,b), D f(t) = [aI”_af(”)] (t) y aplicamos
la Proposicion (12| ya que n — a — 0F. Respecto del item b), notemos que si () es continua en [a, b]

entonces todo punto en el interior ¢ € (a,b) es un punto de Lebesgue y entonces la convergencia en la
Proposicion 12| es valida para todo ¢ € (a,b). O]

Nota 6. Notemos que si f € Cla,b] la convergencia puntual de la Proposicion |12 no es necesariamente
vdlida. En efecto, es fdcil ver que, para todo o € RT se tiene que

f(7)

t—7)l-a

Jf(a) = lim I°f(t) = lim (10z) /at( dr =0. (43)

t—at t—at [
Luego h’m+ oL f(a) =0 que no necesariamente coincide con el valor f(a).
a—0

Proposicion 14. Sean — 1 < a < n. Entonces:
a) Si f € AC"[a,b], entonces

h’}n RLper) = f™ (1), p.etp. en (a,b).

b) Si f € C"a,b], entonces

lim ®LDef(t) = FM () para todo t € (a,b).

a/'n

Demostracion. El resultado es consecuencia de la caracterizacion (31) y el resultado de la proposicion
anterior. O

Veamos qué ocurre con el limite por derecha.

Proposicion 15. Sean—1<a<ny f e AC"[a,b]|. Entonces:
a) {im ) JOf(t) = IV (L), p.c.t.p. (a,b).
b) Si f € AC™[a,b], entonces

lim CDf() = fO7V@) — 7V (0), petp. en (a,h)

c) Si f € AC™[a,b], entonces

l\fm ) RLpeg)y = f=D@), p.etp. en (a,b).
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Demostracion. Notemos sisedo a > n — 1 resulta que a =n — 1+ f con g € (0,1).
Luego, para el item a) teniendo en cuenta la propiedad asociativa resulta que {I‘m Lo I7f(t) =
(0% n—

}31{% JPI=Df(1)) = IV f(t), p.c.t.p. en (a,b).
Para el item b), razonando analogamente tenemos

lm CD® (1) = lim . I8 [ (4) — L I8T . TL £ (4) — $O=D) () — 1) ()
m <Df(t) Jm, g () Jm [ f)(t) = f0 () — f (a)

Finalmente, aplicamos la igualdad para calcular elaltimo limite. En efeco, del resultado b) sabemos
que

lim YDYf(t) = {im RLpo | f

a\n—1 aN\n—1

f(]C k - -
Z t—a) = f=I(t) — " V(a). (44)

y por la linealidad de la derivada de RL basta con calcular el limite de la siguiente expresiéon para
obtener el resultado

i) ! ()( 2 W) (@) T(k + 1)(t — a)F—@
5LDa[];)fk!<> ] sz ) RL gy _ a)k:k;fk!() <Jk1<z;+l>) |

Ahora bien
(45)

(t —a)r—1-@ 1 sik=n-1
a\n 1 F(n—l—a—l—l) 0 Siké{O,l,...,n—Q}

, ya que para valores de k menores que n — 1, tenemos que k —a+ 1 — k —n — 1 que es un entero
negativo (polo de la funcion Gamma) y por lo tanto es un cero de la funciéon reciproca de Gamma.
Luego, utilizando concluimos que

lim RLDa [Z f(k )k

~ lim Zf D@t _ o). g
k=0

a\n—1 a\n—1 F(/{J — o+ 1)
Finalmente, de y tenemos que
gm 1 RLparty = f"=U(t), p.ctpen (a,b). (47)

4. FEcuaciones Diferenciales fraccionarias

4.1. Introduccién y formulaciones integrales equivalentes.

La utilziaciéon de ecuaciones diferenciales fraccionarias como herramientas de modelizacién cuenta
con ventajas y desventajas, como suele ocurrir con la mayoria de los conceptos matematicos que
utilizamos para describir situaciones del mundo real.

Una de las ventajas mas destacadas es la posibilidad de describir fenémenos en los que se aproveche
la no-localidad del operador. De hecho se utiliza usualmente para describir procesos con memoria
cuando estamos derivando respecto del tiempo. Pero si pensamos en la variable espacial, porian ser
titiles para describir procesos en medios heterogéneos. Por otro lado, es claro también que podriamos
pensar en utilzar una derivada fraccionaria que nos permita “ajustar” el valor de « para mejorar la
precision del modelo.

Como desventajas podemos mencionar que el modelo fraccionario suele ser mas complejo a la hora
de resolverlo (tanto analitica como numéricamente) debido a la no-localidad. Ademas debemos ser
cuidadosos con la parte del problema relativa al planteo de las condiciones iniciales, y esto se explica
a partir de los siguientes resultados.
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Lema 1. Sean—1<a<ny fe AC"[a,b], entonces

Ia RLDa t) = t “ RLDa—m + (t B a)a—m In—a (t B a)oz—n 48

D0 = 10 - X D gy o O oy )
c f(k k

JI*CDf (1) § t —a)k. (49)

Es importante notar que, asi copmo ocurre oara ecuaciones diferenciales ordinarias, la estrategia
para probar existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias se basa en
la transformacion del problelma en un problema integral equivalente y de la utilizaciéon, luego, de
adecuados teoremas de punto fijo.

Proposicion 16. Una funcién y € AC™[0,T)] es una solucion de la ecuacion diferencial fraccionaria

o “DYy(t) = f(ty(t), (50)
con las condiciones iniciales

RLDa_ky(O) = bk (k == 17 27 P 7n - 1)7 h’m In_ay(z) = b"’ (51)

z—07t

st y sdlo si es solucidon de la siguiente ecuacion de Volterra

n

a—k T
y(t) = ; F(Of’“_t P F(la) /0 (t =) f(ry(r))dr. (52)

Proposicion 17. Una funcion y € AC™[0,T] es una solucion de la ecuacion diferencial fraccionaria
6 Dy(t) = f(ty(t)), (53)

con las condiciones iniciales
y®0)=a, (k=0,1,2,...,n—1) (54)

sty solo si es solucion de la siguiente ecuacion de Volterra

-1 t
—t R — ) (r y(r))dr
g W e /O(t )Y f(ryy(T))dr (55)

Nota 7. Los interesados en consultar pruebas de existencia y unicidad para cuaciones diferenciales
fraccionarias ordinarias con derivadas de Caputo y Riemann-Liouville pueden consultar: Kilbas et al.
/8, Sec.8.2] para soluciones en L®(a,b) = {y € L'(a,b): BEDY € L'(a,b)}, Diethelm [6, Cap.5 y
6] para soluciones en C(0,T] y C[0,T] segin se consideren derivadas de Riemann-Liouville o Caputo
(respectivamente). También se puede ver el trabajo de Del Bosco y Rodino [5] donde se estudia ezistencia
de soluciones continuas hasta el borde cuando se trabaja con derivadas de RL.

4.2. Un problema de ajuste de parametro para la Ley de Enfiramiento de Newton

Los modelos clasicos para enfriamiento o calentamiento de un cuerpo se basan en la Ley de Enfira-
miento de Newlon que especifica que “la variaciéon de temperatura en un cuerpo es proporcional a la
diferencia entre la temperatura del cuerpo y la temperatura ambiente”.

Esto es, si T es la funcién que en tiempo ¢ nos da la temperatura de un cuerpo que no esti sometido
a ninguna fuente externa de calentamiento y T, es la temperatura ambiente, entonces podemos decir
que

T'(t) = k(T () — T) (56)
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Model ko « Error
Classical —0,0665349 1 940,640679
Fractional —0,130333 0,798038  39,844721

Luego, si conocemos la temperatura inicial del cuerpo, digamos Ty al tiempo inicial t = 0, podemos
plantear el siguiente problema de valores iniciales

T'(t) = k(T(t) — Tp), t >0, (57)
T(0) = Tp. (58)

Claramente, la solucién de viene dada por
T(t) =Ty + (Ty — Tp)eM, t>0. (59)

Ahora bien, supongamos que consideramos el modelo fraccionario para la evolucion de la tempera-
tura, esto es:

§ DT(t) = ka(T(t) — Ta), t>0, (60)

T(0) = Tp. (61)

Teniendo en cuenta los resultados de convergencia de la Seccion 3.2, vamos a suponer que a € (0, 1).

Realizando la sustitucion W (t) = T'(t) — T, y aplicando la Proposicion , podemos expresar a la
solucién del problema en términos de la funcién de Mittag-Leffler

Ta(t) =T, + (TO - Ta)Ea(kata)’ t > 0. (62)

En el articulo de Almeida [2] se cuenta sobre un experimento muy sencillo realizado por Gieseking:
Se considera un vaso de vaso de agua con 100 ml de agua que originalmente se encuentra a 100°C, y
con un termoémetro en el vaso se mide la temperatura cada minuto, siendo la temperatura ambiente
T, =23°C.

FEl autor plantea una una solucién del tipo y suponiendo que notamos al conjunto de mediciones
por {(t;,T;) : i =1,...,n}, plantea minimizar el siguiente error en funcion de «

n

Errorp. = Z(Ti — Tol(a, t;))2. (63)
i=1
Como parte del resultado de su trabajo obtiene los siguientes datos:

5. Anexo. Funciones especiales

5.1. Funciones Gamma y Beta

Definicion 11. Para toda f € L'(RJ) se define la Transformada de Laplace de f como:

Fs) = L{f}(s) = / T et dt, s> 0.

0

Veamos algunos ejemplos sencillos. Sea f(t) = e®. Entonces para todo s > a se tiene que

C{FHs) = —

s—a
Otro caso de nuestro particualr interés es el caso de la funcién potencial. Sea g(t) = t* con w € R,
entonces

Loy = "ot (65)

Veamos algunas propiedades del operador L.
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Figura 5: Modelo de crecimiento poblacional mundial [2, Figura 2].

Proposicion 18. Suponiendo que las funciones a continuacion tienen la regularidad adecuada, se tiene
que:

(a) Linealidad. Para todo a,b € R se verifica que L{au + bv} = aL{u} + bL{v}.

(b) Traslacion. Si U = L{u} estd definida en (b,00) entonces L{e*u}(s) = U(s — a) para todo
s>a+b.

(c) Traslacion y truncamiento. Sia >0y H es la funcion de Heaviside entonces L{H (- — a)u(- —
a)}(s) = e~ L{u}(s) para todo s > a.

(d) La transformada de la convolucion es el producto de las transformadas. Esto es
L{uxv}(s) = L{u} * L{v}(s). (66)
(e) Transformada de la derivada. Siu € ACI0, L], entonces
L{u'}(s) = sL{u}(s) — u(0). (67)

(f) Derivada de la transformada. Si w(t) = tu(t) para todo t > 0 y u,w € LY (RY) entonces
L{w}(s) = =L L{u}(s), para todo s > 0.

(9) Transformada de la integral. Si u es continua en [0, L] para todo L > 0 y w(t) = f(f u(r)dr,
entonces

£{w} (s) = - Luls).

Definicion 12. Para cada z,w € © = {(z,w) € C* / R(z) > 0, R(w) > 0} definimos la funcion h., :
RS’(C por

o () = /0 "l - yeigr (68)
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Es sencillo ver que h,, esta bien definida y ademés h,.(t) = f * g(t) siendo f(t) = t*7 !y
g(t) = t*~! definidas en Rg . Utilizando el resultado de la Proposicién anterior y resulta que
I'(z) P(w) _ T()I'(w)

2 sv  T(z+w)

L{hzw} (s) = L{f x g} (s) = L{f} (5)L{g} (s) = L{j}(s)

donde j(t) = t*T*~L. Luego, de la inyectividad del operador deducimos que

F(Z)F(w) z+w—1

ha () = I'(z+w)

£>0 (69)

Enunciamos a partir de esto la siguiente proposicién:

Proposicion 19. Si h. ., es la funcion definida en (68), entonces

Corolario 2. B(z,w) = B(w,z) Vz,we O = {(z,w) € C* / R(z) >0, R(w) > 0}.

Nota 8. Gracias a la Proposicion 19|y al Principio de identidad para funciones analz’ticasﬂ podemos
extender a la funcion Beta analiticamente al dominio Q a partir de la extensién de la funcion Gamma.

Con la ayuda de la funciéon Beta, probaremos dos propiedades muy importantes de la funcion Gamma:

Proposiciéon 20.
™
rzra—-z =—— — 4 0,£1,+2, ... 70
(=7 = s Va/zA0%152 (70)

Demostracion. Supongamos primero que 0 < R(z) < 1. De la Proposicion [19| tenemos que

/01 L1 — )y = /01 <1t_t> =gt B(s1— ) = D(:)0(1—2)

11—t
Haciendo la sustitucién 7 = %_t, resulta 7+ 1 = %_t ydr = ﬁdt obtenemos
00 7_zfl
r'zra-=z = d 71
O ()

Para calcular esta integral, consideremos la integral compleja

Sz—l

ds, dond =
| J(s)ds, - donde(5) =
y Lg es el contorno en la Figura p.1

f tiene un polo simple en s = €. Luego ¥ R > 1, el Teorema, de los Residuos{zﬂ nos asegura que

i (s)ds = 2mi[Res f(s)],_ i (72)

3Teorema: (Ppio. de identidad para fens. analiticas). Si f y g son funciones analiticas en un dominio © y el conjunto
{z€Q : f(z) =g(2)Vz € Q} tiene un punto de acumulacion en €2, necesariamente sera f(z) = g(z)Vz € Q

“Teorema de los residuos: Sea f una funcién analitica en un dominio 2 salvo por singularidades aisladas a;. Sea
~ una curva simple cerrada tal que v U int(vy) C  que no pasa por ningin a;. Entonces

%/ﬂﬁ f(z)dz = ZRes(f, a;)

donde la suma se extiende a todos los j tales que a; € int(7y).

19



Lr
R
=z
Figura 6: Region Lp.
Pero siendo €™ un polo simpl resulta que
T imyz—1 6i7rz T2
Res(f,e'™) = (") = o = e (73)
Reemplazando en obtenemos
f(s)ds = 2mi [Res f(5)],_pin = 2mi(—€'™) (74)
Lgr
Por otro lado,
R ) €
F(3)ds = / F@de+ [ fls)ds+ > / F@)de+ [ f(s)ds (75)
LR 3 CR R Cs

donde vale destacar que, sobre la rama superior del contorno Ly, w =t + i, t € [, R], vy, sobre el
contorno inferior w = —t + (2r — 0)3, t € [, R).

Mas atn, la integral a lo largo del corte superior al semieje difiere en e
del corte inferior y hemos hecho tender ¢ a 0.

2miz con la integral a lo largo

Ademas las integrales a lo largo de las circunferencias Cg y C; tienden a 0 cuando e — 0y R — oo, en
z—1

efecto, siendo f(s) = 45 = s(fijrs)v se puede probar que existe ¢ > 0 tal que ﬁ siempre

< c
-1 |S|27
que ’8’ > R. Luego

1 c c
< |f(s)|ds < / |s|" ———ds < Rx/ ———ds=R" 2R (76)
/CR si=r  S(1+s) s=r 1+ |s]? 1+ R?

donde la altima expresién tiende a 0 cuando R — oo ya que 0 < x < 1. Analogamente,

o

Juntando , , , y haciendo € - 0y R — o0, resulta

f(s)ds

Cr

s(I+s) — 14¢2
(77)

s)ds = - x)dx — 2™ - z)dx = (1— 2™ - z)dz = (1—e*™) (2 —z
[ s /Uf( ) — e /Of( Jda = (1 >/0 f(@)dz = (1- =) I ()P (1— =) (78)

SPoposicién: Sea f(z) = Ztg una funcién a valores complejos donde g y h son analiticas en zp. Supongamos ademas

que g(20) # 0, h(z0) =0y h'(20) # 0. Entonces f tiene un polo simple en 29 y Res(f,z0) = ,f,<(zz‘i))).
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Finalmente, de (71) y . ) deducimos que

PT(1 - o) = 2TE™) 7 0 < Re(z) < 1

1 — e2?miz sen(mz)

Para el caso m < R(z) < m+ 1, ponemos z = w+ m donde 0 < R(w) < 1. aplicando la Proposicion
llegamos auna expresiéon equivalente para el caso anterior.

I'(z)  I(z) _ nfim+1-2) _ mI(1—w
L(w) T(z—m) (=1) N (=1) N
Luego,

L(z)0(1 —z) = (=1)"T(w)T'(1 — w) = (_1)msen(7Tw) = sen(n(w +m))  sennz

Aplicando el Principio de identidad para funciones analiticas, concluimos que I'(2)['(1—2) = Vze

Cdonde C={z€C/z#0,£1,2,...}.

SeEnN Tz

Corolario 3. Valen los siguientes resultados:

1. Para todo zp € {0,—1,—2, ...} se verifica que lim =0.

Z—)ZO

F(z)
T(1/2) = /7.

5.2. La funcién de Mittag-Lefller

Definicion 13. Llamaremos funcion de Mittag-Leffler generalizada o de dos pardmetros a

oo
— NG ak I'(ak + 3)
Esta funcion también se puede definir de manera integral como:

1 tta_’B
Busl?) = 47 [,
T JHa -

Nota 9. Para ver la convergencia de esta serie en todo z € C, utilizaremos la siguiente relacion [,
Formula 1.18):

I'(z+a)
I'(z +b)

Considerando z = ak, a = a+ B, b = y aplicando el Teorema ?7:

_ e-b [1 + %zfl(a b atb—1)+ 0(,22)} (79)

Y Tkt a+p)] o ala+28—1) PN
B=Jim o= JE&J Tk + ) ! = Jim | (ak) [1 e GO | b
— lm |aa| k‘m(a) |:1 + w + O((ak)—Q)] ’ — lim ’aa| kﬁR(a) = 400
k—o0 20k k—o0

ya que RN(a) >0

Algunos comentarios y casos particulares:
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1. Claramente, se cumple que

2. 2k 2. 2k 1= 2R e —1
Eis(2) = = = - e’ =
12(2) kzzof(’f”) kZ:O(kJrl)' zz::(k:Jrl) 2
00 k o0 k 0 k42 z
z z 1 z ef—-1—-=z
kZ:OF(k—F?)) kzzo(k—i-2)' ZQkZ:O(k—i-2)' 22
1 &1 s
E1m(2) m—1 Z k2 {6z - 0
k=0 k=0
2. Las funciones senh(z) y cosh(z) también son casos particulares de la funcién de Mittag-Leffler
) o0 52k < 2k
Ep1(27) = Z Tkt 1) Z R cosh(z)
k=0 k=0 ’
. (22) B i 52k B li »2k+1 B Senh(z)
P T T2k +2) 2 (2k+ 1) 2

3. Las funciones hiperbélicas de orden n, (que son generalizaciones de senh y de cosh) también se
pueden expresar en funciéon de Mittag-Leffler

e nk:-l—r 1 )
_ n _
Z;) Py S— E,.(2") r=1,2,..,n

Asi también como las funciones trigonométricas de orden n (que son generalizaciones del seno y

el coseno):
jznj+T 1

(o ¢]
_ 7“71 n _
; (nj £ 1)1 En.(=2") r=1,2,..,n

4. Se puede probar (no lo haremos en este trabajo) la siguiente destacada relacion:

o0 k
Ei (2) = S 62267"]00(,2)
2! kz_o I(5+1)

donde er fc(z) es el complemento de la funcion error definido por

erfe(z \F/

5. Para = 1 obtenemos la denominada funcién de Mittag-Leffler uniparamétrica:

k

Eai(z) =Y m = Eo(2)
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