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Resumen: Se considera un problema de Stefan a una fase para la ecuacién de conveccidn-difusién con presencia
de una particular fuente de calor. Se asumen una condicién de tipo Dirichlet en el borde fijo y coeficientes térmicos
variables dependientes de la temperatura. Se obtiene un problema diferencial ordinario equivalente que da lugar a una
ecuacion integral acoplada a una condicion sobre el parametro que caracteriza la frontera libre, la cual se resuelve a
través de un teorema de punto fijo.
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1. INTRODUCCION

Motivados por [8, 9], en este trabajo se considera un problema de frontera libre en un dominio semi-
infinito = > 0 para la ecuacién no lineal de conveccién-difusion.

El problema a resolver constituye un problema de Stefan no cldsico debido a que contempla la existen-
cia de una fuente de energia interna [3, 7]. Ademds se considera la presencia de coeficientes térmicos no
constantes, dependientes de la temperatura [1, 4, 5, 6].

El problema consiste en hallar la temperatura T’ = T'(x, t) en el dominio 0 < z < s(t) y la frontera libre
x = s(t) de manera que:

p(T)e(T)oE = 2 (K(T)%L) — v(T)9L — F(T), 0<z<s(t), t>0, (1a)
T(0,t) = T*, t>0, (1b)
T(s(t),t) = Th, t>0, (lc)
k(T (s(t),t)) 9L (s(t), t) = —pols(t), t>0, (1d)
s(0) =0, (le)

donde p es la densidad de masa, c el calor especifico y k la conductividad térmica. Se denota con pg, co y ko
a la densidad de masa, el calor especifico y la conductividad térmica de referencia. El calor latente estd dado
por el coeficiente constante £ > 0. Se asume que, la temperatura en el borde fijo 7™ y la temperatura de
cambio de fase T}, satisfacen la siguiente relacion T > T}, y que la velocidad que caracteriza al término
convectivo y la fuente de calor vienen dadas por

o(T) = 152, F(T) = 52,

donde w1 y 8 son funciones conocidas de la temperatura.

2. EXISTENCIA DE SOLUCION

Para probar existencia de solucion seguiremos la metodologia dada en [2, 6].

Teorema 1 Sea ¢ = 2%/?07‘ la variable de similaridad donde oy = l% es la difusividad térmica. El proble-

ma (1a)-(1e) tiene una solucion de similaridad (T, s) dada por

T(x,t) = £(€)(T* — Tpn) + T, 0<a<st) >0,
s(t) = 2X\/apt t>0,

2)
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si 'y sélo si la funcion f > 0y el pardmetro \ > 0 satisfacen el siguiente problema diferencial ordinario

(L U@)©) + 26N (FEO)N€) — 2 (FENS€) - B'U©) =0, 0<e<A G

f(0) =1, (3b)

fA) =0, (3c)
acoplados a la condicion

L*(fONF' V) = — 5, “)
donde
* k(T * _ p(D)e(T * _ T * _ 45(T
(=42 N =2ED ()= A () = gt

. . co(T* =T,

y el niimero de Stefan estd dado por Ste = %

Se asumird que L*, N*, u* y p* satisfacen las siguientes hipdtesis:
Existen L, >0, Ly >0y L > 0 tales que
L < L*(f(€)) < La,  Vf € CORG) NL=(R]), ¥¢ € R (5)
L (1) = L* () < LI = fall, Vfr f2 € COURS) NL¥(RF) Ve € R

Existen N, >0, Ny >0y N > 0 tales que
Ny < N*(f(€)) < Ny, Vf e CORY)NL®(RY), £ € RY. (6)
IN*(f1(6)) = N*(f2(E)| < N||fi — fall, Yfi, f2 € CORG) NLX(RY), € € RS

Existen pi, > 0, par > 0y 11> 0 tales que
pim < pH(f(€) <pmr, Ve CORG)NLX(Ry), £ € Ry )
[1*(£18) = w* () S Ellfr = foll, Vfi, f2 € CO(RG)NL=(Ry), £ €Ry.

( Existen ,, > 0, S > Oyg > 0 tales que
B < B*(f(€) < Bu.  Vf € CORY)NL®(RY). & € RY. )
1B*(£1(€)) = B (£ < B Ifr = foll, Vf1, f2 € CORE) NLO(RY), £ € Ry

Lema 1 Fijado A > 0 la funcion f es solucion de (3a)-(3¢c) si y sdlo si f es punto fijo del operador
H : C°[0, \] — C°[0, \] dado por:

H(h)(E) = (1 + x(h)(&)) = (1 + x(h)(£)) 0<E<A, ©)

¢ ¢
x(h)(§) = /0 EWDan(h)(2) dz B(R)(E) = /0 LN

con

z
U(h B*(h)(o
E(R)() = g b)) _/0 Fer 4o

z
da>, I(h)(2) = exp (2 / %w)
0

siendo
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Para analizar la existencia de solucién del problema (3)-(4), fijado un A > 0 se estudiara en primer lugar
la ecuacion integral

H()E) =f(&), 0<g<A (10)

A tal fin utilizaremos el teorema de punto fijo de Banach aplicado al operador H.

Lema 2 Para toda z € [0, \], h € C°[0, \], se verifican las siguientes desigualdades

exp (2422) <UR)(2) Sexp (2822),  exp (P2?) <1(h)(2) <exp (S222), ()
exp(Q-M—mz) exp(2%z>

exp (—12_522) < Wij;) < B(h)(2) < Wiﬂ*) < exp (2*5—33) , (12)

7o exp (—Jz—i‘j,%) < \/TEL% erf (\/ ]fo ) < ®(h)(2) < 2; exp <2’%z> . (13)

[w(h)(2)] < Burdexp (2602, (R)(2)] < exp (aex + faep?) X, (14)

Lema 3 Dado \ > 0, para toda z € [0, \] y f1, f2 € C°[0, \] se satisfacen las siguientes desigualdades
U(f)(=) =U(f2)) < DN fr = foll,  L(f1)(2) = I(f2)(2)] < D2(N)|f1 = foll,
[E(f1)(z) = E(f2)(2)| < Ds(N)[[ /1 = L2l [2(f1)(2) — (f2)(2)] < A Da(N)[[f1 = fall,
(w(f1)(z) —w(f2)(2)| < Ds(NIfr = Lol Ix(F)(2) = x(F2)(2)] < A D(N)[[ f1 = fall.

donde

Dl( ) = L—%Lm)/\ <,UJME + Lmﬁ) )
Ny
Dy(N) = eXP(f—;nA))\Q (N]Mf/ + Lmﬁ) ;
Dy(A) = exp (J2X2) Dy(A) + exp (2420) Dy(N),
Di(N) = 74 (Lexp (200) + L Ds(V)),

Ds(A) = Aexp (NM A?) (§+ Barexp (JLV—gfv) Dg()\)>

exp(2“— )

Dg(N\) = ADs5(N) + g—xx\z exp (]E_g)\z) (D3(/\) + % exp (2%/\))

Lema 4 Dadas f1, f» € C°[0, )] se tiene que el operador H satisface
[H(f1) = H(f)I < ENfL = fall,

donde
£(N) = 2Dg(N) + D*(N) (1 + DT(A))

con Dg dado por (15), y

D*(\) = 2Ly exp (JX_iI)P) Dy(N), DT(}\) = exp (2uM>\ + X Num )\2) )\2L[,ZW'
Ademds € = E(N) verifica
£(0) = % £(400) = 400, &N\ >0, VA>O0.
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QLML < 1, existe A = £71(1)

tal que para 0 < \ < X el operador H tiene un iinico punto fijo fy € C° [0 /\] Es decir, fx(§) satisface
(3a)-(3c¢).

Teorema 2 Sean L*, N*, u* y 5* que satisfacen (5)-(8). Asumiendo que ==

Resta hallar 0 < A < X tal que el par (f5 X) sea solucién (4) .

Lema S La ecuacion (4) es equivalente a

Vi, () = A, 0< A<, (15)
donde Vy, (X\) estd definido por
Vi () =2 1+ x(A)V) g, 0<A<X, (16)

y satisface

Vi (A) < W(A) = %exl’(%—fa (1+’3—MA exp(Zu_; Ny )>

) VO< A<

Ny
erf Lom A

Lema 6 Si W(X) < A, entonces existe 0 < X < X tal que el par ( fx ) satisface (15).

Teorema 3 Sean L*, N*, u* y B* que satisfacen (5)-(8) y %M— < 1. Si W(X\) < X entonces existe (f5 X)
solucion al sistema (3)-(4).
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