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Resumen: Se considera un problema de Stefan con simetrı́a esférica correspondiente al proceso de evaporación de
una gota de combustible lı́quida. Se obtiene una representación integral para el problema y se demuestra existencia y
unicidad de solución, local en el tiempo, utilizando un teorema de punto fijo.
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1. INTRODUCCIÓN

En este trabajo, se estudia el proceso de evaporación de una gota de combustible lı́quida la cual es inmersa
en un gas caliente. Dicho proceso puede modelarse matemáticamente a través de un problema de Stefan con
simetrı́a esférica, el cual consiste en hallar la temperatura de la gota T = T (r, t) y la frontera libre (radio de
la gota) R = R(t) de manera que

ρcTt =
k

r2
(r2Tt)r, 0 ≤ r < R(t) , t > 0 (1)

T (0, t) = 0, t > 0 (2)

kTr(R(t), t) + h(t)(T (R(t), t)− Tg) = ρLṘ(t), t > 0 (3)

T (r, 0) = T0(r), 0 ≤ r < R(t) , t > 0 (4)

T (R(t), t) = Ts t > 0, (5)

R(0) = R0, (6)

donde c representa el calor especı́fico, k la conductividad térmica, ρ la densidad y L el calor especı́fico de
evaporación. R0 y T0 representan el radio y la temperatura iniciales de la gota. En la frontera libre se asume
que la gota tiene una temperatura constante Ts y se considera una condición convectiva (3), siendo Tg la
temperatura del gas y h(t) el coeficiente de transferencia de calor.

El problema (1)-(6) fue estudiado numéricamente en [11], asumiendo una condición particular sobre
Ṙ(t). El proceso de evaporación de una gota esférica a través de su calentamiento ha sido estudiado en [7].
Otros problemas de tipo Stefan con simetrı́a esférica pueden encontrarse en la solidificación del metal en
procesos de colada continua [8, 10, 5] o en la difusión de fármacos a través de esferas polı́meras [6].

2. PRELIMINARES

A partir de la solución fundamental de la ecuación del calor, la función de Green y de Neumann, dadas
respectivamente por

K(r, t, ρ, τ) =

{
1

2
√

π(t−τ)
exp

(
−(r−ρ)2

4(t−τ)

)
si τ < t

0 si τ ≥ t,

G(r, t, ρ, τ) = K(r, t, ρ, τ)−K(−r, t, ρ, τ), N(r, t, ρ, τ) = K(r, t, ρ, τ) +K(−r, t, ρ, τ).
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se definen las siguientes funciones, como en [3], para r, ρ ̸= 0:

K(r, t, ρ, τ) =
K(r, αt, ρ, ατ)

rρ
, G(r, t, ρ, τ) =

G(r, αt, ρ, ατ)

rρ
N(r, t, ρ, τ) =

N(r, αt, ρ, ατ)

rρ
.

(7)

A partir de las propiedades conocidas en la literatura para las funciones K, G y N se tiene el siguiente
resultado, el cual se utilizará para obtener la formulación integral del problema de Stefan (1)-(6).

Lema 1 Se verifican las siguientes propiedades

i. Gt − α
r2

(
r2Gr

)
r
= 0, Gτ +

α
ρ2
(ρ2Gρ)ρ = 0.

ii. Gt(r, t, ρ, τ) =
α
rρGt(r, αt, ρ, ατ), Gτ (r, t, ρ, τ) =

α
rρGτ (r, αt, ρ, ατ)

iii. Gr(r, t, ρ, τ) = − 1
r2ρ
G(r, αt, ρ, ατ) + 1

rρGr(r, αt, ρ, ατ)

iv Grr(r, t, ρ, τ) =
2

r3ρ
G(r, αt, ρ, ατ)− 2

r2ρ
Gr(r, αt, ρ, ατ) +

1
rρGrr(r, αt, ρ, ατ).

v. La función N verifica de manera análoga a G las propiedades i)-iv).

vi. Para toda φ continua en [0, t] se tiene la siguiente Fórmula del salto:

ĺım
r→R(t)±

∫ t

0
φ(τ)Kr(r, t, R(τ), τ)dτ = ∓ φ(t)

2R2(t)
+

∫ t

0
φ(τ)Kr(R(t), t, R(τ), τ)dτ.

ĺım
r→R(t)±

∫ t

0
φ(τ)R2(τ)Kr(r, t, R(τ), τ)dτ = ∓φ(t)

2 +

∫ t

0
φ(τ)R2(τ)Kr(R(t), t, R(τ), τ)dτ.

3. FORMULACIÓN INTEGRAL

En el siguiente teorema se obtiene la formulación integral del problema en estudio, a partir de la cual se
probará existencia y unicidad de solución local en el tiempo.

Teorema 1 Dados α = k
ρc , H(t) = h(t)

k , β = ρL
k y γ =

(
1− Ts

2β − α
2

)−1
con β(2 − α) − Ts ̸= 0,

la solución T = T (r, t), R = R(t) del problema de frontera libre dado por (1)-(6) tiene la siguiente
representación integral:

T (r, t) =

∫ R0

0
ρ2T0(ρ)G(r, t, ρ, 0)dρ+

1
β

∫ t

0
R2(τ)TsG(r, t, R(τ), τ) [w(τ) +H(τ)(Ts − Tg)] dτ

+ α

∫ t

0
R2(τ) [w(τ)G(r, t, R(τ), τ)− TsGρ(r, t, R(τ), τ)] dτ. (8)

R(t) = R0 +
1
β

∫ t

0
[w(τ) +H(τ)(Ts − Tg)] dτ. (9)

con w(t) = Tρ(R(t), t) si y sólo si w satisface la siguiente ecuación integral de tipo Volterra

w(t) = γ

{∫ R0

0
ρ2T0(ρ)Gr(R(t), t, ρ, 0)dρ+

Ts
β

H(t)(Ts−Tg)
2 + Ts

β

∫ t

0
R2(τ)Gr(R(t), t, R(τ), τ)w(τ)dτ

+ Ts
β (Ts − Tg)

∫ t

0
R2(τ)H(τ)Gr(R(t), t, R(τ), τ)dτ + α

∫ t

0
R2(τ)w(τ)Gr(R(t), t, R(τ), τ)dτ

−αTs
∫ t

0
R2(τ)Gρr(R(t), t, R(τ), τ)dτ

}
. (10)
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Prueba. Sea T = T (r, t) solución del problema (1)-(6). Si se integra la siguiente identidad de Green[
ρ2T (ρ, τ)G(r, t, ρ, τ)

]
τ
−
[
αρ2

(
Tρ(ρ, τ)G(r, t, ρ, τ)− T (ρ, τ)Gρ(r, t, ρ, τ)

)]
ρ
= 0

en el dominio Dt,ϵ = {(ρ, τ) : 0 < ρ < R(τ), ϵ < τ < t − ϵ} y se toma ϵ → 0 se obtiene (8). Si se deriva
(8) con respecto a la variable r y se toma r → R(t)−, utilizando la fórmula del salto dada en el Lema 1, se
obtiene la ecuación integral para w. A partir de (3) y (6) se obtiene la expresión (9).

Recı́procamente, mediante cálculos elementales puede verificarse que si w satisface (10) entonces T
dado por (8) y R dado por (9) satisfacen (1)-(6). □

4. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIÓN

Se utilizará el teorema de punto fijo de Banach para probar la existencia y unicidad local en el tiempo
de solución w ∈ C0[0, σ] para la ecuación integral de tipo Volterra (10), donde σ es un número positivo a
determinar. Se considera el espacio de Banach siguiente

Cσ,M = {w ∈ C0[0, σ] : ∥w∥ ≤M}

donde ∥w∥ = máx
t∈[0,σ]

|w(t)| y M una constante a determinar.

En dicho espacio, se define el operador Ψ dado por el lado derecho de la ecuación (10), el cual se
reescribe de la siguiente forma

Ψ(w) = γ

{
−
∫ R0

0

T0(ρ)
R2(t)

G(R(t), αt, ρ, 0)dρ+

∫ R0

0

T0(ρ)+ρT ′
0(ρ)

R(t) N(R(t), αt, ρ, 0)dρ+ Ts
β

H(t)(Ts−Tg)
2

+ Ts
β

∫ t

0
R2(τ)Gr(R(t), t, R(τ), τ)dτ +

Ts
β (Ts − Tg)

∫ t

0
R2(τ)H(τ)Gr(R(t), t, R(τ), τ)dτ

+ α

∫ t

0
R2(τ)w(τ)Gr(R(t), t, R(τ), τ)dτ − αTs

[
1

R2(t)

∫ t

0
G(R(t), αt, R(τ), ατ)dτ

+ 1
R2(t)

∫ t

0
R(τ)N r(R(t), αt, R(τ), ατ)dτ −

1

R(t)

∫ t

0
Gr(R(t), αt, R(τ), ατ)dτ

− 1
α

∫ t

0

Ṙ(t)
R(t)N(R(t), αt, R(τ), ατ)dτ

]}
. (11)

Se debe demostrar que existen σ y M de manera que

i) Ψ(w) ∈ Cσ,M , ∀w ∈ Cσ,M . (12)

ii) ∥Ψ(w1)−Ψ(w2)∥ ≤ k∥w1 − w2∥, k < 1, ∀w1, w2 ∈ Cσ,M . (13)

Teorema 2 Para

M = γ
(
∥T0∥
R0

(
6 + 8

√
2

3
√
πe

)
+ |Ts|

β
|Ts−Tg |

2 ∥|H∥+ αTsR0
4
√
2

3
√
πe

)
+ 1, (14)

si se elige σ ≤ 1 de manera que se verifiquen las siguientes condiciones

F1(σ) ≤ 1, σA(M) ≤ R0
2 , F2(σ) < 1 (15)

con A(M) = M
β + ∥H∥|Ts − Tg|, F1(σ) = γ

√
σ

8∑
i=1

Bi y F2(σ) = γ
√
σ

8∑
i=1

Ci, donde los coeficientes

Bi, Ci están determinados en función de los datos del problema, entonces el operador Ψ dado por (11) es
una contracción que lleva Cσ,M en sı́ mismo . Por consiguiente, la ecuación integral de tipo Volterra (10)
tiene una única solución en Cσ,M .

Prueba. Siguiendo la metodologı́a de representación integral Friedman-Rubinstein [4, 9] y utilizando re-
sultados obtenidos en [1, 2] se obtiene el resultado del teorema. □
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